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EXPLICATION
DES

IRRÉGULARITÉS OBSERVÉES DANS LE MOUVEMENT D'URANUS.

Fondée sur l'hypothèse des perturbations causées par une planète plus

éloignée; cowprenant une détermination de la masse, de Vorhite et

de la position du corps perturbant ;

Par m. J.-C. ADAMS, m. a.,

Membre du collège de Saint-Jean, à Cambridge,

de la Société royale aslionomique et de la Société philosophique de Cambridge.

(Extrait de l'Appendice du Naatical Almanac pour l'année i85i [*].
)

AVERTISSEMENT.

Cet écrit fut communiqué par l'auteur à la Société royale astronomique et

lu à ce corps dans sa séance ordinaire, le i3 novembre 1846. [/imprimerie

de la Société étant occupée à un long écrit sur la longitude de Valence, par

['] Les astronomes avaient depuis longtemps observé dans la marche d'Uranus des

anomalies dun caractère particulier. Pour remlre compte deces irrégularités, plusieurs
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l'astronome royal, et la publication urgente de l'œuvre de M. Adanis ayant

été regardée comme d'intérêt national, prière en conséquence fut adressée à

M. le capitaine W.-H. Smytli, de la marine royale, président, et au révérend

R. Slieepshanks, secrétaire de la Société, qui, avec leur diligence et zèle

habituels, accordèrent la permission d'impi-imcr et de publier l'écrit par

les soins de la rédaction du Nautical ^hnniiac; c'est en vertu de ces circon-

stances que les investigations de M. Adams paraissent pour la première fois

comme extrait de l'Appendice du Nautical ^Ilmanac de i85i.

W.-S. STRATFORD,
Directeur du Nautical Almanac.

Buioau du JS'riiilirfil Aliiiaiific,

j, Veruiam Buildings, Gray's Inn.

Londres, 3i décembre 184C.

hypothèses avaient été imaginées à différentes époques. La plus accréditée parmi les sa-

vants était celle qui consistait à supposer l'existence d'une planète dont la position aurait

échappé à l'observation des astronomes et faisant dévier Uranus de sa route normale par

son attraction propre. Cette hypothèse n'avait jamais été soumise à l'épreuve de l'Analyse

mathématique avant l'année i845. La question à résoudre était la suivante : Étant

données les observations des positions d'Uranus, calculer les éléments du nouvel

astre et, en particulier, sa place dans le ciel à ime époque déterminée. Le problème

fut résolu simultanément, en Angleterre, par M. Adams, et en France par M. Le Ver-

rier, qui, ainsi que le reconnaît M. Adams, a publié le premier les résultats de ses

recherches. On sait que, quelque temps après, l'astronome Galle aperrut, parmi les

étoiles et la XXP heure, l'image d'une planète inconnue dansant dans le champ étroit

de son télescope. Il est impossible de rencontrer, dans l'hisloire des Sciences, une

découverte qui fasse plus d'honneur au génie humain. Les lois de Newton recevaient

ainsi la plus éclatante des confirmations, et l'Astronomie, désormais indiscutable dans

ses principes, était arrivée à l'état de science parfaite.

Le Mémoire de M. Adams a valu, à juste titre, à stm auteur la plus glorieuse célé-

brité; il est digne, en effet, de figurer à côté des plus beaux Mémoires de Laplace et

de Lagrange.

C'est pourquoi, cédant aux sollicitations pressantes de plusieurs mathématiciens

éminents, nous avons résolu de publier i,n extenso l'œuvre du savant Directeur de

l'Observatoire de Cambridge. Pour nous faciliter la publication de ce précieux (locii-

ment, JI. Adams lui-même a bien voulu nous aider de son concours et enrichir notre

traduction d'un Appendice dont le lecteur appréciera l'intérêt et l'importance.

(H. R.)



IRIIEGIJLARITES OBSERVEES DANS LE MOLN EMENT U CRANUS.

SIR LES PERTURBATIONS U LU A NU S.

1. Les irrégularités du mouveiueut d'Urainis ont longtemps attiré

l'attention des astronomes. Quand l'orbite de cette planète fut ap-

proximativement connue, on constata que, avant sa découverte par

sir W. Herschel en 17H1, elle avait été à plusieurs reprises remarquée

comme étoile fixe par Flamsteed, Bradley, Mayer et Lemonnier. Bien

que cts observations soient évidemment très-inférieures en exactitude

a celles de nos jours, on doit les considérer comme valables, en raison

de la grande extension qu'elles donnent à l'arc observé de l'orbite de

la planète. Toutefois Bouvard, à qui nous devons les Tables d'Uianiis

aujourd'hui en usage, trouva qu'il était impossible de se contenter de

ces observations, sans attribuer aux observations modernes des erreurs

beaucoup plus graves qu'elles n'en comportent : il fonda donc ses Ta-

bles exclusivement sur les observations les plus récentes; mais, dans

l'espace d'un très-petit nombre d'années, des erreurs sensibles recom-

mencèrent à se produire, et, bien que ces Tables ne datent que de 1821

,

leur erreur en ce moment dépasse 2 minutes d'espace, et elle con-

tinue à s'accroître rapidement. Il n'y avait donc plus de raison suffi-

sante pour rejeter les anciennes observations, surtout depuis que, à

l'exception de la premit?re observation de Flamsteed, qui est antérieure

de plus de vingt ans à toutes les autres, elles se confirment réciproque-

ment les unes les autres.

2. Aujourd'hui que la découverte d'une antre planète a confirmé

de la manière la plus brillante les conclusions de l'Analyse, et qu'elle

nous a autorisés à rapporter ces irrégularités à leur véritable cause, je;

puis me dispenser de m'étendre plus au long sur les raisons qui m'ont

porté à rejeter les différentes autres hypothèses formées pour les expli-

quer. Il me suffira de dire qu'elles paraissaient tontes im|)robables

en elles-mêmes et ne semblaient pas susceptibles d'être mises à l'épreuve

d'un calcul précis. Quelques-uns étaient allés jusqu'à supposer que, vu

la grande distance qui sépare Uranus du Soleil, la loi d'attraction n'est

plus celle du carré inverse des distances; mais la loi de la gravitation
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était trop solidement établie pour qu'on pût admettre cette hypothèse,

tant qu'on n'aurait pas réfuté toutes les autres hypothèses, et j'étais

convaincu que, dans cette question, comme dans toutes les ques-

tions antérieures de même nature, les différences qui, pendant un cer-

tain temps, avaient fait douter de la vérité de la loi, finiraient par la

confirmer de la manière la plus frappante.

5. INIon attention fut, jwur la première fois, dirigée sur ce sujet, il

y a quelques années, par la lecture de l'excellent Rapport de M. Airv,

sur les progrès les plus récents de l'Astronomie. Je trouve dans mes

papiers la Note suivante datée du 3 juillet 1841 : « Formé (j'ai) le projet,

au commencement de cette semaine, d'étudier aussitôt que possible,

après avoir pris mon grade [*], les irrégularités dans le mouvement

d'Uranus qui restent encore inexpliquées, à l'elfet de trouver si l'on

doit les attribuer à l'action d'mie planète plus éloignée et non encore

découverte et, s'il est possible, de déterminer approximativement les

éléments de son orbite, etc., ce qui entraînerait probablement la dé-

couverte de cette planète. » Donc, en i843, je tentai une première

solution du problème, en supposant que l'orbite fût un cercle avec un

rayon égal à deux fois la dislance moyenne d'Uranus au Soleil. Une
hypothèse relative à la distance moyenne était évidemment nécessaire

en premier lieu, et il était probable, d'après la loi de Bode, qu'en cela je

ne m'éloignerais pas beaucoup de la vérité. Celte recherche était fondée

exclusivement sur les observations modernes, et les erreurs de Tables

étaient prises égales à celles que donnaient les équations de condition

des Tables de Bouvard, jusqu'à l'année 1821 et, à j)arlir de cette époque,

les erreurs étaient tirées des observations données dans les Aslrouo-

niische Nachrichten et des observations de Cambridge et de Greenwich.

Le résultat me prouva qu'il y avait moyen d'établir un accord général

et satisfaisant entre la théorie et l'observation; mais les différences les

|)lus grandes se produisant dans les années où les observations étaient

peu nombreuses, eti outre, les observations planétaires de Grecnwich

étant alors en voie de réduction, je m'adressai à M. Airy, grâce à l'obli-

geante intervention de M. le professeur Challis, pour obtenir les ob-

('1 Celui de bachelières Arts.
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servalions de quelques années dans lesquelles l'accord paraissait moins
satisfaisant. L'astronome royal eut l'extrême bonté de m'envoyer, en
février 1844, les résultats de toutes les observations d'Uranus faites à

Grpcnwich.

i. Cependant l'Académie royale des Sciences de Gœttingue avait

proposé la théorie d'Uranus comme sujet du prix de Mathématiques.
D'iujportants devoirs que m'imposait mon collège ne me laissaient

que peu de loisirs et ne me permettaient pas de tenter l'étude complète
de cette théorie, étude sans laquelle on ne pouvait guère aspirer au
prix; cependant le but indiqué et la possession de précieuses séries

d'observations me décidèrent à tenter une nouvelle solution du pro-
blème. Je tins des lors compte des termes les plus importants dépen-
dant de la première puissance de l'excentricité de la phmèle perturba-
trice, en conservant toujours l'hypothèse relative à la distance moyenne.
Quant aux observations modernes, les erreurs des Talles furent em-
pruntées exclusivement aux observations de Greenwich, jusqu'à l'an-

née i83o, excepté toutefois une observation faite par Bessel, en iSaS
;

je |)uisai ensuite dans les observations de Cambridge et de Greenwich,
ainsi que Haus celles que publièrent différents numéros des Aslrono-
inische Nachrichten. Les erreurs des Tables, pour les anciennes

observatious, furent prises dans les équations de condition des Ta-
bles de Bouvard. Après avoir obtenu différentes solutions presque
identiques, en tenant graduellement compte d'un nombre croissant de
termes de la série exprimant les perturbations, je communiquai à

M. le professeur Challis, en septembre i845, les valeurs finales que
j'avais obtenues pour la masse, la longitude béiiocentrique et les élé-

ments de l'orbite de la planète présumée. Les mêmes résultats, légère-

ment modifiés, furent communiqués par moi, en octobre i8/|5, à

l'astronome royal. L'excentricité ayant dépassé mes prévisions, et des

observations j)ostérieures ayant établi que la ihéorie, basée sur l'hypo-

thèse initiale de la distance moyenne, était encore dans une erreur

assez notable, je recommençai mon étude en diminuant la distance

moyenne de ^. Le résultat, que je communiquai à M. Airy dans les

premiers jours du mois de septembre de la présente année, |)arut plus

Journ. de Math. (3" série), tome II. — Janvier 1876. 2
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satisfaisant quemonpremierj'excentricitéétantmoindreetleserreursde

théorie comparées avec les dernières obstn'vations étant moins grandes,

ce qui me porta à penser que la distance devait être encore diminuée.

5. En novembre i845, M. Le Verrier présenta à l'Académie royale

des Sciences de Paris une étude très-complète et très-détail léedi' la théo-

rie d'Uranus, lequel éprouverait des pertnrbations par l'action de Jupi-

ter et de Saturne; il y accusait de petites inégalités qni jusqu'ici avaient

été négligées. An mois de juin de la présente année (i846), il a fait suivre

son étude d'un Mémoire dans lequel il a attribué les autres perturba-

tions à l'action d'une autre planète deux fois plus éloignée du Soleil

qu'Uranus. Il a trouvé la longitude de la nouvelle planète à très-peu de

chose près égale à celle que j'ai obtenue grâce à la même hypothèse. Le

3i août il a présenté à l'Académie une étude plus complète, dans la-

quelle il a déterminé la masse et bs éléments de l'orbite delà nouvelle

planète. Il a aussi obtenu les valeurs limitées de sa distance moyenne
et de sa longitude héliocentrique. Je mentionne ces dates uniquement

pour montrer que mes résultats ont été obtenus indépendamment de

ceux de M. Le Verrier et avant qu'il eût publié les siens; je n'ai d'ail-

leurs pas l'intention de lui disputer l'honneur de cette découverte, car

il est hors de doute que ses résultats ont été publiés les premiers et

ont aidé le D"^ Galle à découvrir effectivement la jdanète en ques-

tion. Les faits cités plus haut ne peuvent duninuer en rien le mérite

de M. Le Verrier.

6. Pour ne pas avoir une multitude gênante d'équations de condi-

tion, j'ai divisé les observations modernes en groupes, comprenant

chacun une période de trois années, et, comme M. Airy avait montré

que l'erreur du rayon vecteur des Tables était assez considérable, j'ai

choisi les observations faites lors de l'opposition, ou j'ai combiné les

autres de manière que le résultat fût a peu près exempt des effets

de cette erreur. D'après les observations de chaque groupe, l'erreur

des Tables pour la longitude héliocentrique était calculée pour le temps

d'opposition moyenne dans l'année mojenne du groupe. Ainsi ont

été déduites vingt et une erreurs normales des Tables, correspondant à

un nombre égal de périodes équidistantes entre 1780 et i84o L'er-

reur pour 1780 a été obtenue en interpolant entre les erreuts de
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17H1, 178201 1783 d'une part, et celles (ioniif'es par les anciennes ob-

servations de 176961 1771 de l'aulre; bien que l'erreur ainsi dérivée

(pour 1780) n'ait pas le même poids que les autres, elle ne doit pas,

à mon avis, offrir une grande incertitude. Dans mes derniers calculs,

j'aurais pu employer les résultats d'observations plus récentes; mais,

pour obtenir l'effet dû au changetnent de la distance moyenne, force

m'a été de fonder ma recherche sur les mêmes éléments qu'auparavant,

et les dernières observations pourraient servir de contrôle à la théorie.

7. Pour m'assurer qu'il n'y avait pas d'erreur grave dans les Tables

de Bouvard [*], j'ai recalculé toutes les principales inégalités produites

par l'action de Jupiter et de Saturne, et je n'ai trouvé de différence no-

table que dans l'équation dépendant de la longitude moyenne de Sa-

turne moins deux fois celle d'Uranus, erreur déjà signalée par Bessel.

Il a aussi fallu corriger la principale équation dépendant de l'action

de Jupiter, par suite de l'augmentation de valeur obtenue dernière-

ment pour la masse de celte planète. Il faut donc apporter aux Tables

de Bouvard les corrections suivantes :

4- r',918 sin(ç, — 290— iS^i^S)

-h i",o85sin(9 — 92),

9, y,, o, étant respectivement les longitudes moyennes de Jupiter, Sa-

turne et Uranus. Dans la réduction des observations de Greenwich,

on a déjà tenu compte de la dernière correction. M. Hansen ayant

aussi trouvé, dans le mouvement d'Uranus, de nouvelles inégalités

provenant du carré de la force perturbatrice, j'en ai recalculé les va-

leurs, en suivant la méthode donnée par M. Delaunay dans la Con-

naissance des Temps pour 1840, et mes résultats ont parfaitement

concordé avec les siens, les termes à ajouter à la longitude étant

-i-32,oo sin(3y2 — 6^, -+- 2ç -f- 22. 18, 8)

— 8,35 sin(2(p2— 6'f, -I- 2ç; 4- 39.10,5)

— 1,49 sin(492 — 6(p, + 29 -4- 34.48,4)

En ce qui concerne les inégalités d'ordres supérieurs négligées par

[*j ^o//- l'Appendice.
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Bouvard, j'ai pensé que les plus importantes d'entre elles seraient ou

bien celles de longue période, ou bien celles dont la période était

presque égale à celle d'Uranus. Durant les | d'une révolution de la

planète, les effets de la première classe se confondraient presque avec

ceux qui proviennent i\u changement d'époque et de mouvement

moyen, et ceux de la dernière classe avec les effets produits par un

changement constant dans l'excentricité et la longitude du périhélie.

La position de la planète à déterminer serait donc peu affectée par ces

termes, et les autres seraient probablement bien moindres que ceux

qu'il faudrait négliger dans une première approximation vers les per-

turbations produites par la nouvelle planète.

8. En tenant compte des quelques corrections mentionnées ci-des-

sus, les différences résiduelles entre les longitudes héliocentriques ob-

servées et les longitudes calculées, seraient les suivantes :

Observalions anciennes. Observations modernes.

Années.

1690.

1712.

1713.

1730.

1733.

1736.

1764.

1769.

1771.

Observation — Calcul.

-l-6l,2

+92.7
+ 73,8

—47,6
-39,5
-45,7

-'9.3
— 2,3

J780.

1783.

1786.

1789.

1792.

1793.

1798.

1801.

180.V

.

1807.

1810.

1813.

1816.

1819.

1822.

1825.

1828.

1831.

1834.

1837.

1840.

Observation — Calcul.

-f-
3° 46

-f- 8,45

-4-12,36

-+19,02

-f-18,70

-)-2i,38

-'-20,95

-^22,21

-^24, 16

-1-22,07

H-23,l6

-t-22,00

-h22,88

-(-20,69

-+-20,97

+18,16
-hl0,82

- 3,98
— 20,80

-42,66
-66,64
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î). On voit aisément que la série exprimant la correction de la lon-

gitude moyenne en termes des corrections appliquées aux éléments de

l'orbite est plus convergente que celle qui donne la correction de la

longitude vraie, et la même chose est vraie pour les perturbations de

la longitude moyenne, comparées à celles de la longitude vraie. Les

corrections trouvées |)lus haut ont donc été converlies en corrections

de la longitude moyenne, en multipliant chacune d'elles par le facteur

—ri r étant le rayon vecteur et a et /; les demi-axes de l'orbite. Par
au •'

suite, ces dernières corrections sont devenues

Observations anciennes. Observations modernes.

Années. Observation — Calcul. Années. Observation— Calcul.

1690 .
. -1-62,6 1780 -(- 3",42

1712 -1-84,5 1783 +8,19
1715 -1-67,2 1786 +11,74
1750 -5i,8 1789 +'7.75
1753 -43,2 1792 -1-17,22

1756 -5o,i 1795 +«9,52
1764 —37,8 1798 +19,06
1769 -20,5 1801 -H 20, 24

1771 -2,4 1804 +22,19
1807 -1-20,52

1810 +21,89
1813 +21,19
1816 -h22,5Ô

1819 -1-20,78

1822 -f-2i,5o

1825 +18,97
1828 -i-n,5o

1831 - 4,29
1834 -22,63
1837 -46,70
1840 —73,09

Ces noiidires forment la base des recherches subséquentes.

10. Supposons que cîs, âa, 5e el oct indiquent les corrections appli-

cables aux éléments tabulaires d'Urauus, la correction de la longitude
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nioycmie dans un temps t quelconque sera égale à

^z -i-ae-oûT f- ton — 2 cos{ni + a — w j -f- ^ cos2(«f -f-s — z?) <?fîî7

+ a sin(n^ 4- £ — roi H— sin 2(«^ + e — ro) 5e.

Si nous comprenons le petit ternie 2e^§ro clans la quantité c?h. cette

correction pourra être mise sous la forme suivante :

$ç 4- /oVj -}- cos,ntâXf -H sin«^o^-| -+- cos2^^ïox2 -+- ^wint^y^,

expression dans laquelle

5r^ = |e[cos(£ — ^s)âx^ -h s,\u[i — ~)(?j-,],

dy^ :=— |-e[ sin (s — nr) Sx, — cos(£ — zs àj,\.

11. De plus, si nous adoptons la notation de la théorie analytique de

Pontécoulant, les perturbations fie longitude moyenne seront égales à

— 2 F; sin/' int — n' t -1- s — s'I

-I- m' e 2G,- sin [/(«« — n't-\-s — s.')] — («< + £ — ct),

+ m'e'2H,- sin [/(//< — n't + £ — s')] — {nt -+- e — 7s').

Ici les lettres accentuées appartiennent à la planète perturbatrice,

/ prend toutes les valeurs intégrales, positives et négatives, excepté

zéro, et, si nouspo.sons i[n — n') = c, les valeins de F,, O, et H, seront

„ r 3((/— i)«' i(i-\-\)n} in' 3in' H .

G,- = — , V„
,

: -. '— + -r—,
4- -7 r a A,

L (z — rifz[z — 2«) z(z — in z- — n' z[z — n)[z — 2«)J

[3 [i — i)n* 1 (/

—

i)«^ 1 «' 21V 1 „ r/A,

2(3

—

nYz[z— in) iz[z— in) 1 z-— «^ z{z— n){z— 2« J da

n' , (PAi

z{z — n)[z — 2«) da'

L2(z — nYz{z — 2«) 2 z(z — an) J

Lîfz — «)'î(2 — 2») 2 «(z — in) z[z — n)[z — anjj da

fl'
z{z — n)[z — 2/j) da
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12. Maintenant, si nous posons -7 ou a = sin3o":= o,5, les vHleurs

db ., f/-' b1 -.Cl 1 f "" > "'
des quantités fondamentales b. c/.---- vr ,— seront

' a y. aa'

logèo = 0.33170 ,
loga -T-^ = 9, 537G5 ,

log a' "= 9,7784^,

'og^. = 9'74497' log«'^^ = 9,83«68, iog «-^ = 9,70857,

log^„ -- q,3i/i25, loga ~ = q,G8oi2, loi; a----— 0,87-^6,

log ^3 — 8,94670, !oga ~ = 9,4G3i5, log «- -T-^ = 9, 86253.

En conséquence les principales inégalités de longitude moyenne,

produites par l'action de la planète dont la masse est ^— » celle du So-
' ' ' 0000

leil étant prise pour unité, et l'excentricité de l'orbite de la planète

étant — > srront
20

— 36,99772' sin [ni ~ n' l --- a — a')

-f- 58,97/7i' sin 2 (77^ — n't + s — s')

-t- 5,80/77' sin 3 [nt — n't -A- s — e')

-h 2,o6r7i' sin [n't-\-î' — zs)

— 4)3o/77' e'sin [n' t + t' — v;')

-^ "il, 10m' sin [nt — 2n't-\-i — 11' -a- tz)

— 12, \l\in' e'sin [nt — in' l -\- c — 2e' -+- ro'l

-^48,557/7' sin ( 2/7^ — 3/i'^ -F 2= — 3£'-i-7si

— 93,01 777' e' sin (277/ — 377'f + 2£ — 3e' -\- v,'

]

On peut y ajouter les suivantes, qui sont de deux dimensions en

termes des excentricités :

-I- 0,57/77' sin 3 (77/ — n' t + £ — e'j

— 1 ,08/77' e'sin [3 (77/ — nt -\- z — s') — ts + a>'\
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Ces expressions peuvent être mises sous la forme suivanle :

h, cos [n — n' } i -i- AjCosa ( n — //} t -r- AjCosS [n — n') t

-^ A", sin [n — n')t h- Aj sin 2 (« — n") i -r- A3 sin 3 (« — «') ^

— p, cosn'i -r- piCosfn — 2«') / -h /J3C0S 2n — 3«') <

-!- q, sin 72'ï + f/j sin (n — 2 «' / t- (jf, sii! i 2/2 — 3 n') t

15. Prenons le temps de l'opposition moyenne en 1810 comme
l'époque à partir de laquelle t e^t calculé; cette date, exprimée en frac-

tions décimales d'année, sera 1810,028. De pins, supposons que trois

périodes svnodiques d'Uraniis, comprenant 3,o3f>2 années, soient |)rises

comme unité de temps, alors le changement de l'anomalie moyenne dans

une nnité de temps sera i3"o',5; de plus« = iS^o^G; n' = 4°36,o, par

conséquent // — n'— 8° 24',6, n— 2n'= 3'48',6, 2« — 3«'= 12° i3',2;

les équations de condition données par les observations modernes

auront la forme

t"= 0= -r o.r, cos (i3. 0,5) ^H-cJjroCos (26. 1,0) i

-i-/o//-!-(?ri sin (i3. o,5) i-i-ç^j'osi'i (26. \ ,0) t

-h il, cos[ 8.24,6) f+ ^.jCos(iG.49,2) /-r/fj COS (25. 1 3,8) /

-+- A2sin( 8.24,6)^-1- A, sin (16.49,2) <-i-^3 sin (25.i3,8) <

-1- p,cos{ 4-36, o) <-v p.2cas{ 3.48,6) f+pa COS (12. 1 3,2) (

— ^,sin( 4-36, o) <+ ^2 sin ( 3.48,6) t-^f/^ sin (i 2. i3,a) /

dans laquelle t prend tontes les valeurs intégrales de — 10 à -f- 10 sans

interruption et les quelques valeurs de c" sont contenues dans la Table

donnée au n" 9.

li. Les équations finales, pour les corrections des éléments ellipti-

ques, seront trouvées en midlipliant chaque équation successivi'ment

par les coefficients de rîe, î^n, ^ac et 0/ qui s'y rencontrent et en addi-

tionnant les différents résultats ainsi obtenus.

On traitera les équations de la même manière relativement aux

quantités h,, A,, //„, A^, /t,, A-j, p.,, (/.,, p,, q^.

On verra que, par l'eifet de l'arrangement cloniié aux équations (K-
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condition, les équations ainsi formées se partagent naturellement en

deux groupes, dont l'un embrasse seulement rh, rix,, âx.., avec les

quantités h et p, tandis que l'autre embrasse an, o),, âjj, avec les

quantités k et q.

De plus, les coefficients, dans ces équations, sont aisément calculés

par les formules suivantes, en faisant f = lo dans leurs membres de

droite :

sinm (t -{- ~)
I2 cosmi

l2tsmmt =

I2 cos

sin y /n

+ I ) sinwf

1 rs\n(m — n) (t -h {) s\n (m -h n (t -h ^)1

2L sinj(TO-

—

n) sinj[m-h/ij J

V • . • ^ I fsin (ra — /;) (f + i) sin (m -f-zz) (f + 4)11 2 sui mt sm nt = -\ —-V-r^—^^-^——^ — —^—; — —
;

2L sinj(/« — n) sitii: (m -h ") \

.. o , . I I sin m ( 2 ^ -(- I )2 2 cos- m^ = t -] 1-

'

22 sin-m^ = < +

siDm
1 sin m (2^+ 1)

15. En effectuant les calculs, on trouve que les équations du pre-

mier groupe sont

I i5i,48= 21,0000 c?£-t- 6,06705^?, — li,li358ox.,

(s)
I

+i3,632oAi-f- o,4043^0 — 4,56o8/?3
'

-1-18,6046/3,4-19,3384/?:; -+- 7,3721/73,

/ 246,48= 6,0670524- 8,2821 OX, 4- fi,l']62 ^Xn

{x) -h 7,4o4i^'i-i- 8,2523/?., -+- /\,6c)63h^

'

-+- 6,5389/7,4- 9,3978p_, -1- 8,i83i/>3,

i 209,74= i3,632o 034- 7,4o4i cJj^, — 0,2337 ox^;

(//,) -t- 10,7022 /?,-!- 4,5356/r, — o,ooi8/?3

f 412,7013/7,-1-12,9883/;;, 4- 8,0038/7,,

i 242,68= o,4o435£4- 8,'2523c?x, -4 7,565o(îx.,

{h,) <
-+- 4)5356A, H- 10,2960^2 -f- 8,1944^:.

(
4- 1, 7866/7, -f- 1,3667/7, + 7,6671/73

Jour/), de Mcit/i. (3° série), toms 11. — Janvier 1S76. J



lO J -C. A DAMS.

[ 86,67=— 4,56o8 5s+ 4,6963c?x, H-io,5o23 5xo

(A3) < — 0,0018//,+ 8,1944^2 -1-10,7071^3

(
~ 3,0812 p,— 3,5347/^2 -f- 3,8855p3,

[

i65,99= 19,338402-1- 6,39780V, — 3,4948 ox.,

(p,)

'

4-12,9883//,-;- i,3667|//o - 3,5347/in

( -+- 17, 2795/?, -t-17,9106 /;2 + 7,5423/^3,

I 242,56= 7,37ai5£-f- 8,i83i 5jr, + 3,4071 c^x.j

ip,) + 8,oo38A, -h 7,6671//, -4- 3,8855//3

(
-f- 7,6127^, -+- 7,5423^2 -+- 8,20i9/>3.

16. Si, au moyen de (e), on élimine dt de chacune des aulres équa-

tions, ces dernières deviennent

1202,72= 6, 5294 ox, 4-5,45775^:2 -1- 3,4658//, 4- 8,i355//2

^ '
1 4-6,0139^3 4- 1,1640 />, 4-0,8109/75-1- 6,o533/Js,

II 1,41= 3, 4658 o.r, 4-2,64585x2 -I- 1,853 1 A, 4- 4»273i//2

4-2,9588^3 4- 0,6243 /j, 4- o,4349/'2-t- 3,2i83/î3,

239,76= 8,1 355 5x, 4- 7,65o45x2 4-4)273i//, 4- 10,2882 //j

4-8,2822/^3 4-1,4284/?, 4-o,9944/'2+ 7,5252/^3,

i 119,57= 6,oi395x, 4-9,5389^X2 H-2,9588A, 4- 8,2822/12

^ ''I 4-9,7i66//3 4-0,9593/7, 4-o,6652/)2-i- 5,4866/73,

( 26,50= 0,81095X1 4- 0,59000X2 -I- 0,4349/^1 -i- 0,9944^2

^'
f 4-0,6652^3 -h o, 1470/^, 4-0, 1 024/^2 -t- 0,7535/73,

(189,38= 6,o533ox, 4-4^96435x2 4-3, 2i83A, 4- 7,5252^2
^'^^'^

I
4-5,4866/(, 4-i,o8i5/7, 4-0,7535/754- 5,6i39/7j.

17. Si maintenant, au moyen de (x), nous éliminons c?x, de cha-

cune des aulres équations, nous trouvons

\ 3,807 = —0,25 12 5x2 4- 0,01 35//, — 0,04527/2 — 0,2334//;,

' ''
1

4- 0,0065/7, (0,0045/7; 4- 0,0052/7;,.

\— 12,821= o,85o2(?Xo —0,0452//, 4-0, i5i5//2 ^0,7890//;;

*
I — o,o2ig/?, —o,oi6o/7o —0,0171/73.



(^2

(^3

IRRÉGULARITJÎS OBSEKVÉES DANS LE MOUVEMENT d'iIRANI'S. '9

—67,149= 4?5i2oojro - 0,2334^^1 -r- 0,78907/0 4- 4i '775/'3

— o, 1 128/J, — 0,0817/?. — 0,0888/33,

1,327 ~ ~ o,o878ox. -i- 0,0045//, — 0,0 160// j —0,0817^3

--0,0024/?, -i- 0,00I7/)o -|-0,00l8/J3,

1 ,448 — — 0,09550^2 -4-o,oo52//, — 0,0171 //o — 0,0888 //o

+ 0,0024/3| + o,0018p. -H 0,0020/)3.

18. Semblablement, les équations du second groupe se trouvent

être

I —171,27= 77,oooo5n-f- 9,39385^,— 1,218307,

(«) -h 8,8463/i, -f- 7,3o34A:2- 0,5^2-] k,
'

-f- 5,751917,4- 4,8755 7, -t- 9,558373,

( —166,33=: 93, 938oo\/-!- 12,717907, -f- i,8907oyo

{j) <. -i- 1 1,2022 A, -I- 1 1,0848 A% -H 2,6731^-3

( -H 7,09567,4- 5,991372 4-12,744173,

( --182,87= 88,463oo/t+ ii,2022§j, — o,32ioc?;-o

(k,) < 4-10,2978/^,4- 9,0964^2 + 0,4061^3

(
4- 6,63707,4- 5,61637,4-11,334673,

j- 89,07= 73,o34o5«4-ii,o848q;-, 4- 4,826657,

(A2) • 4- 9,0964 A-, 4- 10,7040 A-, -f- 5,4376^:3

l 4- 5,5855 7,4- 4,697672 4-10,937573

I 4-124,80=- 5,927oo''rt 4- 2,673107,4-10,42530/2

(A3) 4- 0,4061 A,— 5,4376 A2 4-10, 2929A3

(
— 0,24977,— 0,26437,4- 2,178873

I —107,02= 48,755oo*//4- 5,991357,— 0,661407-2

(72) \ 4- 5,6x63 A, 4- 4,6976 A, — o,2643A3
'

4- 3,64757, -h 3,089472+ 6,089773,

/ —175,89= 95, 583o 5/2 4- 12,7441 5/, 4- i,3845o;-,

(73^ ) H-ii,3346A,^ 10,9375 A-, -^ 2,1788^3

(
-!- 7,20847,4- 6,089772 H- 12,798173

3 .
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19. Si, au moyen de («), nous éliminons on de chacune des autres

équations, nous trouvons

,\ 42,61= i.aSySor.-i- 3,3771 o;-.+ o,4iooA-, 4-2, 1748A,

^^ ^ 4- 3,3962^-3 -r- 0,07857, -F 0,0433.7,+ 1,083373.

^ 13,90= o,4ioot?)-, + 1,0787 07-2+ o,i346Â:, 4-0,7057^2

^''i + 1,0871^3 + 0,02887, +0,015072 + 0,353473;

73,38= 2,1 748 5)-,-^ 5,98220^-2 + 0,7057 A-, +,3, 7767^-2

+ 5,9998^-3 + 0,12987, +0,073275+1,871573,

l 111,62= 3,3962o;-, + io,33i5o7-2+ 1,0871 A-, + 5,9998A-2

(
+io,2473A-3 + 0,19307, +0,111072 + 2,914573.

i 1,42= o,o433c?>',+ 0,1 ioo5j% + OîOi5oA, +0,0732 A2

) + OjiiioAj + 0,005571+0,002372 + 0,037573,

36,72= i,o8335j,-^ 2,896957-2+0,3534^,+ 1,871 5 A-o

+ 2,9i45A-3 + 0,06847, -5-0,037572 +0,93307:,(73)

20. Ensuite éliminons B)\ au moyen de (^), et nous trouverons

(^.)

(A-.)

{k.

(7s

0.009 =: — O, 0221 O)"; + 0,00 10 A, — O, OO32A0 - 0,0200 A3

+ 0,00327, +0,000972+ 0,000373,

— 0, 3oi = o, i43o 5j\ - o,oo32/., + 0,0162 A2+ 0,1274 A3

— 0,00597, — 0,001772 — 0,001673,

\ —3,443= 1,21290^-2 - o,o20oA, + o, 1274A2+ i,o76gA3

(
— 0,01897,-0,005972—0,010573.

— 0,045= — o, 0062 ÔJ-2 + 0,0009 A, — 0,0017 A2 "' 0,0059 A3

+ 0,00287, "+" 0,000872+ 0,000273,

( + 0,017 = — 0,01 1 G 0^-2 r o,ooo3 A, — o,ooi6Ao— o,oio5X-3

^"''i +0,00087, + 0,000272+0,000073.

21 . Des équations qui restentdans les deux groupes, après l'élimina-

lion de o^é, ^n, âx,, âf,, il sera facile, quand on aura obtenu des valeurs

approximatives de la masse et de la longitude moyenne de la planète
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perturbatrice, de déduire les équations finales pour déterminer ces

quantités avec plus de précision par la méthode des moindres carrés.

On peut remarquer toutefois que les équations, dans chaque groupe,

sont, à très-peu de chose près, identiques entre elles; on peut donc

poser deux équations finales par la simple addilion des différentes

équations de chaque groupe, en donnant partout le même signe aux

quantités inconnues. Nous aurons ainsi

86,552 = — 5,']C)6'jàjc., + o,3oi8//, — i,oi88//o — 5, 3704/^3

4- o,i/i6op, -h o,\o56p.. + o, 1 149/^3

3,725 = — 1,3958^0 -{- 0,0254^-, — o,i5oi/i:M — 1,2407^:3

+ o,o3i6^y, -+- o,ooc)5q.j + 0,0127^3.

22. Si, dans les expressions précédemment données pour âx^el àj2,

nous substituons e = 0,046679 et s — ttj ^ 5o°i5',8, nous obtenons

âxj = o,oo746o(?x, -!- 0,0089740;",

§j% = — 0,0089745^:, + 0,007460c?;-,.

Si nous substituons ces valeurs dans les équations [x) et (j) et dans

celles que nous venons de trouver, nous voyons qu'en ajoutant aux

dernières équations

o,oo6768(.r] + o,o4o287(_^)

et

— o,ooi869(jr) -f- o,oo8i87(j-) respectivement,

ox, et â}', seront éliminés, et nous obtiendrons les équations sui-

vantes :

89,641 = o, 3252^1 — 0,9637/?. — 5,3297^.5

+ o,oi65/i, -i- o,o876A'o + o, 1 368/13

^
' + o, 1 539/?, + o, III i;jo+ 0,1559^3

H- o,oo32(7, -f- 0,0017 72 + 0,0436(73,

3,695 = — o,oo65//, — o,oi52Ao — 0,01 12/î;,

-+- o,0288Â\ — o, iSaSA". — i, 2120A ,

(2) \ . o— 0,0022/;, — 0,00 ID/-»2 — 0,01 l3/)3

-1- o,o323t/, -t- 0,0099^0 + O, o2i5r/3.
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23. Ces équations suffiraient pour déterminer la masse de la pla-

nète perturbatrice et sa longitude moyenne de l'époque, si nous négli

gions l'excentricité de l'orbite. Nous allons essayer maintenant d'éta-

blir, à l'aide des observations anciennes, des équations pour dtteraiiner

l'excentricité et la longitude du périhélie.

Voici les équations de condition fournies par les observations an-

ciennes :

62,6= c/V— o,8776c?j:,-f-o, 54o2<îjr;-!-o, 87 12/2 1 + 0,5 i8o/?2

— 39,3i o/^— 0,4795 5;', -i- 0,841 5 (?f2T-o>49t>9^"(-i-o, 8554 A-j

-t-o,o3i4^3 — 0,9999/j, —0,8640/7, — o,5o55/Î3

-i-o,9995A3 +0,0145(7, —0,5035^2 — 0,8628^5,

84,5— (ïi -ho,4975(?j:| — o,5o5o(îxo+ o,o288Â, —0,9984^2

— 32, 3oo?z— 0,8675 c?;,— o,863i oj., +0,9996^", +0,0573 A*2

— 0,0860^3 — 0,8534/^1 — 0,5456/^2 -!- 0,8220/73

— 0,9963^-3 — o,52i3(/, -0,8380^2 — 0,5695^3,

67,2— c?c + 0,6732 oj:, —0,09350X0 —0,1 I2o7^,— 0,9749/^2

— 3i, 34 5«— 0,73945^1 —0,9956(^7'; +0,9937 A,— 0,2227^2

+ o,33o5//3 — o,8io5/>, — 0,4912/724-0,9206/73

— 0,9438^3 — o,5857<7, — 0,871 1 (/j — 0,3905^3,

— 5i,8= {?c — o,26i6(?x,— o,863i âxo— 0,9649^1+0,8618^2

— i9,59t?n+o,9652<i?7', —OjSoSoôj',— 0,2627^1+0,5073^:2

— 0,69827/3 — o,oo23/7, +0,2650/70 — 0,5090/73

— 0,7159^3 —1,0000^, —0,9642^2-1-0)8607 1/3,

—43,2= oî — o,474' ^"^1 — o,55o5o'*jr2— o,9i54//|+o,6758A2

— i8,58d*«+o,88o5oy,— 0,8348 o;o— o,4o25 A, +0,7371^2

— o,322o/?3 +0,0787/7, +0,3291/70—0,6814/7.,

-0,9467^-, -0,99697, -0,9443704^0,731973.

— 5o, I
— 5c —o,643ooj", — 0,1731 (Jxo — 0,8543^1+0,4599^0

— i7,68(?n+o, 76590'/, — 0,9849 0)^—0,5198 A, +0,8879 A-o

+o,o686/;3 +0, i5io/7, +o,3848/7o - o,8o85/7;,

— o,9976A3 —0,98857, -0,923072+0,588573,
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— 37,8" 5e —o,9492o'*r, +0,80215x0 — 0,0189^,-0,2340^2

— i5,25o\2-!-o,31450/1 — 0,5972 o^'o" 0,7855 k, +0,9722^2

+0,9085/^3 ~o,'53g6p, -4-0,5287^2 — 0,9939^73

— 0,4179^3 —0,9406^, —0,8488^0-1-0,1100^3,

— 20,5= os — 0,9985 ox,-!-o,9942(?aro —0,4128^, — 0,6091 Ao

— 1 3,60 0/2— o,o538 oj, -1-0,1074 o'/o —0,9108^,4-0,7520^2

-f-0,9571^3 -i-o, 4607/7, -î-o,6i82/j2 —0,971 1^3

-r-0, 2899^-3 -0,8875^, —0,7860^0—0,2385^3,

— 2,4= o£ —o,9633ôjr, -!-o,856ooXo - 0,2807^, — 0,8424^2

— 12,64oVj - 0,26840/1 -HO,5i7oc^o 0,9598 X', -1-0,5388^2

-1-0,7536^3 -1-0, 5279/», -1-0,6670/70—0,9023/7-,

4-o,6574jÎ^3 —0,8493^, —0,7451 ^2— 0,4310^;;

2i'. Si de chacune de ces équations nous éliminons o\, an, ox,

et âj-f, au moyen des équations {s], {n), [x) et [j] trouvées précédem-

ment, nous avons les suivantes :

— 142,0= 1, 7265 ôjTo-r- 0,8412//, -f- 1,9521/20 -t- i,323o/?3

— 1 1,3691 oj„ 4- 3,6001 X-, — 2,8793^0 — 10,9578^-3

— 1,6779/7,-1,6400/70-)- 0,2249/73

4- 2,68i5y, H- 1,8369^0 -t- 0,2995^3,

— io5,2=— 0,4681 oVo — 0,7311/2, — 1,2776/20 — 0,0609/23

— 9,62490^-0 4- 3, 7087À:, — 2, J926Â-2 — 9,5426^:3

— 1,7765/7, - 1,4924/70 4- 0,2786/73

-^i,6gg']q, + i,ioi/iq,-h 0,793473,

— 126,1 = — o,2o35<ijro — 0,9653/^, — 1,4730/20 4- 0,1937/23

— 9,77190^7 , 4- 3, 5895i{-, — 2,5827^2 — g,5i23X-3

— i>7G49/'t— i>4598/7o4- o,2i33/J3

4- i,5629(/, 4- 1,00707,4- 0,843773,



24 3.-C. ADAMS.

— 199,1=— o,i9i7 5,ro — 1,32 1 8A, -J- 1,5284^2 -!- 0,0260/?.,

— 9,8232 $)-2 -+- o,8943A-, — 3,4359^0 — 9,9270^3

— 0,7901 /j, — 0,5885/32 — 0,3497^:;

-1- o,254o(/, -h 0,1607^2 -I- 0,4028(73,

— 174,7= o,2985c?a-2 — 1,1595//, +- 1,6072^2 4- 0,5979^3

— 9,5788c?^% -T- o,7oG2A:, — 2,9425^2 — 9,5877X-3

— 0,6712/Ji — 0,4970^2 — 0,325i/7t

-f- 0,1946^, + 0,1338^2 + 0,3277^3,

— 166,7= o,8i9i(?X2— i,oo88/?, 4- 1,6018^2+ 1)1442^.1

— 9,1 i22c?;'2 4- o,5586A, — 2,489oA-2 — 9,0258^-3

— o,5688p, — o,42o3p2— 0,2956/73

4- o, 14985', -f- 0,0958^2 -1- 0,2658^3,

— ii4,2= 2,04820X0 — 0,6027^, 4- i,2894/i2 + 2,2661^3

— 6,6781 ôji -1- 0,2576^-, — 1,3421 Ao — 6,4o8oA-3

— o,3256/>, — o,2384/'2 — Oji97'/'3

4-0,0628^,4-0,0419^2+ Oîi298</3,

— 72,4= 2,281 5 oj?2 — 0,3786^1 4- 0,9257/12 4- 2,36oi/?3

— 4)4i8i o;-2 -t- o,i283A-, — 0,7339^:2 — 4>i495A-3

— 0,1 957/j, — 0,1 428^2 — 0,1286/33

4- o,o283</, 4- 0,0198(72+ 0,067193.

— 42,0= 2, 1 i39«?X2 — 0,2652//, 4- o,6985//2 4- 2,124 1//3

— 3, io27(?;'2 + <^'>0772 A, — 0,4646^2 — 2,8790^-,

— 0,1 348/3, — 0,0984/^2 — 0,0924/3;,

4- 0,01547, 4- 0,01 14(72 4- 0,o4l2f/3.

2o. Les plus grands termes dépendant de l'excentricité de la planète

perturbatrice se rencontrent dans p.i,q3; il conviendra donc de com-

biner les éqnations précitées, de telle sorte que ces quantités puissent

acquérir les plus forts coefticienis possibles; à cet effet, on multipliera

chaque équation par une quantité presque proportionnelle au coeffi-

cient de chacune des quantités inconnues 733 et (73, et l'on additionnera
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ensemble les différents résultats. On n'a pas cru devoir employer la

première des équations précitées, attendu qu'elle provient d'une seule
observation faite par Flamsteed, en 1G90, vingt-deux ans avant toute
autre observation.

Ainsi l'équation qui doit faire connaître p^ peut être formée on mul-
tipliant les équations précitées, à |)artir de la seconde, par

— u,8, — o,G, -f-i,o, +1,0, +0,9, + o,G, H- 0.4, +o,'i,

et l'équation pour trouver (7, en multipliant les mêmes équations par

1,0, 1,0, 0,5, 0,4, 0,3, 0,2, 0,1, 0,1.

Nous obtenons ainsi

-474".!^ 4,ii4c?-a^2-2,8i7A, -f- 7,837;?,-^ 4,528//,

-2o,745c?r2 — 2,789^, — G,55iX;j-20,6G6/t3

+ 0,193/), +0,377/^2- 1, 489/^3

— i,66oq, — 1,078^2— 0,05473,

-485,o = o,446c?X2— 3,3o8Zi, — 0,442 A, + i,629/i3

-32,961 dj^ + i^,26rjk, - 8,8oBk, -32,546/^3

— 4,473/>, — 3,643/?,+ o,o37/>3

+ 3,5307, + 2,278^2 + 2,08673.

26. Si nous éliminons âa:^ et ^jr, de ces équations au moyen de (,r)

et {}), nous aurons

I

—476,7 =— 2,93oA,+ 7,572/^2+ 4,332^3

^o^ I
— 2,75i/[:, — 6,348X-o — 2o,35o;î'3

j
-+- o,i55/j, + o,35o/>, — 1,686/73

[
— 1,6537,-1,07472+ 0,04773,

' -485,9 = - 3,463^,-0,805^2+ 1,360^3

,.,
1

-+- 8, 345X-, — 8,391^2 — 31,900^3

j

— 4,525/j, — 3,679/72 — o,233/j3

( + 3,5457, + 2,2867,+ 2,29273.

Journ. de Math. (3° série), tome II. — Janvier 1876. 4
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Ces équations, avec (i) et (2) de l'article 25, suffiront pour la solu-

lion de notre problème.

27. Si nous éliminons les membres de gauche des équations (2), (3)

et (4) au moyen de l'équation (i), nous aurons

o = 0,4819//, —o,5gjo fin — 5,0570/?., -i-o,2o63/j, ^o,\[\']^p.. -\- o,43oo/)3

— 0,6812/1, -f-3,2982X:,-+- 29,56 i8X-3 — 0,78047, — o,2375ry. — 0,47897:,,

o = - i,2oo5/?, -f- 2,4466//.. — 24,0122/2,4-0,9735/-', +-o,94i2/j, — o,8575/.'3

— 2,6633 A, — 5,8825Ao — 19,6219/.., — i,6362(/, — 1,06487., 4- 0,27917:,,

o = — i,70o3Aj — 6,0294/^2 — 27,5295^3 — 3,6908/;, — 3,0772/)., H- 0,61 i8/.;3

+ 8,4344 A, — 7,9162^2- 3 1,1 583 A3 -i-3,562[ 7, +- 2,2954 7^ -»- 2,528573.

28. Si maintenant on fait s — c' = 5 et 1 — - = j3, on voit aisé-

ment que

— = — 36,qQ sin5, ^ = 58,97 sin 25,

—^ — — 36,99 cos5, —, = 58,97 cos25,

— = 5,80 sin35 + 0,007460 ^ 4- 0,008074 ^•

-^ = 5,80 cos3 5 — 0,008974
—

' -t- 0,007460 —

'

^= o,t8sin(5 — S) — 0,046247 (—, cos25 — —?sin25
)

îi — — o,i8cosf5 — (5) -I- o,o46a47 ( —f s'"2 5 -1- ^cos2 5 )m ' ' -» •/ y,,,' „, j

^— 24,Qi sin f 2 5 — 3) -H o,r3o55 (—'cos!/ —^'sinJ)
m ^ ' ' \in m /

%= 24,Qi cos( 2$ — /3) -I- o,i3o55 (^sinô -)-—, cos.ô)-
m "^ ^ \ni m j

'29. En substituant ces expressions dans les équations de l'article 27

et en remplaçant |3 par sa valeur 5o° i5',8, nous obliendioDS, aj)res
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une légère réduction,

o=--(i,24782)sin{/+ (i,4o24H)cos^— (i,57i55)sin25-i-(2,2 7388)cos25

-(i/i6746)sin3 5+ (2,c»343o)cos3i+ f9,io38o)£-'-(9,48254)^:

-4-f8,28455!f^cosô- ^sin(/)- f8,4ni38)('^;sin6 -^^,cosO]

-(7'97958)(£^cos25-£5sin2^)-(8,55742)(£-;sin25-^£-:cos25),

0= (i,65orf3)sin£/+ (i ,gc)378;COs5+ (2,1 4259) sinai/— (2,58192)0052$

— (2,i44oo)sin35 — (2,o563i )cos35— (9,93475)^ — (8,91803)—'

-r 0,08047) ( —,cosO -.siuO ]
— ('q,i43o6)

(
^sinf/ -f- --"cosî

)

— 8,6534i)(-;cos25-^;sin25)- 8,87809.) (^;sin 2 J -f-^cos25),

0= 1 ,792 1 3)sin5— (2,494o3) cosi— (2,55700) sinaô — (2,56972)00525

— (2,2o337)siii35 — (2,26714)005 35 -(-(9,83632) ^ h-(o,3i i56)—

!

-(9,6o395j(£^;cos5- |^sin 5
j + (9,47665) (^£^

sin5 + £-; cos5
j

-I- (9,23220) ( ^CQS25— —Jsin25 1-t- (9, 21 679) (
^sin25-l—^)cos25) ;

formules dans lesquelles les nombres compris entre parenthèses indi-

quent les logarithmes des coefficients correspondants.

50. On peut résoudre rapidement ces équations par approximation.

Les coefficients de ^-J et -^ dans la première équation étant faibles,
m m ' '

nous pouvons en déduire une valeur approximative de dont la substi-

tution dans la deuxième et la troisième équation donnera les valeurs

approximatives de —, et —,- Au moyen de celles-ci, on pourra trouver

une valeur plus exacte de de la première équation, et, en répétantce

procédé, nous pourrons résoudre toutes les équations avec autant de

précision que nous le désirons.

4..
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Ainsi nous trouvons

î=— 5i°3o', ^=271", 57, ^ = — 207", 24.

£ est connu et égal 3217° 55' : donc s' = 269° aS', qui est la valeur de

la longitude moyenne de la planète perturbatrice à l'époque 1810, 328.

Le mouvement sidéral en 36 périodes synodiques d'Uranus est égal à

55°i2'; la précession est égale à 3o' : donc la longitude moyenne en

1846, 762, c'est-à-dire 1846, le 6 octobre, est égale à 3^5° 7'.

De plus les expressions analytiques pour —, et
—

' sont

^ = 48",55sin(35 - /3) - 93",oif''sin (3 5- ,8'j

—, = 48",55cos {30 — |3) — 93",oie'cos (35— jS'j,

oîi £ — tû' = /5'. En les égalant aux valeurs numériques données plus

haut, nous trouvons e' = 3, 2206, |3' = 262° 28', et, par conséquent,

w'^3i5°27'. On déduit de là que la longitude du périhélie en 184G

est 3i6°57'.

Finalement, en substituant les valeurs que nous venons d'obtenir

dans l'équation (i), nous trouvons /«' = 0,82816.

51. Voici, en conséquence, les valeurs de la masse et les éléments

de l'orbite de la planète perturbatrice, résultant de la première hypo-

thèse relative à la distance moyenne :

— = 0,5.
a

JvOngitude moyenne de la planète, le 6 octobre 1846. . . 325" 7'

Longitude du périhélie 3i5°57'

Excentricité de l'orbite o,i6io3

Masse (celle du Soleil étant prise pour unité) o,oo()iG56

Tels sont les résultats que je communiquai à l'Astronome royal, en

octobre i845.

52. Immédiatement après, j'entrepris une recherche analogue en par-
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tant de l'hypothèse que ladistance nioyenneélait moindre de~qiiecelle

quej'avais admise auparavant, c'est-à-dire que— ou a= sin'^j ["^OjSiS.

La méthode employée fut, en principe, exactement celle que j'avais

d'ahord suivie ; mais les calculs numériques furent quelque peu abrégés

par de légères modifications de procédés, que ma solution antérieure

m'avait suggérées.

35. Si donc nous admettons que a =: sinSi", les valeurs des qiian-

. , , db „ d''b , . ,

tites b. a ~r-> c/.- -— deviendront
ax da -

log ^„ = o, 33385, log a —° = 9,57333, loga^ -—-"= 9,8291 1,

log6, = 9,76io6, log a -^ = 9,86149, loga= '^ = 9,76573,

logèo = 9,3536i, loga-^ = 9,71359, loga= -^' = 9,92466,

log ^3 = 8,98918, loga -7^ = 9, 5o854, log a- -p^ ^ 9,91563.

En conséquence, au moyen des formules données plus haut, les

principales inégalités de la longitude moyenne d'Uranus, produites par

l'action d'une planète dont la masse est -^ -, celle du Soleil étant
' ooou

prise pour unité, l'excentricité de sou orbite étant — -, peuvent être

trouvées comme suit :

— 42,337«' sin [nt — n' t -\- B — s'),

+ 76,55/»' s\n2[nt — n't-\-i — s'),

+ 7, 25 m' sin3(w^ — n't-\-e. — s'),

+ 3,'5/iin' sin [n' t -\- z' — zô),

— 4i74'"'^' sin [ji't -h e' ~ 37'),

-+-4^572"^' sin [îit — in't + e. — 2e' -i- -tû),

— 16, 47 '"'<?' sin {nt — 2n't -4- s —2e'-)- sr' ,

+ 33,93m' sin [2nt — 'in't -!- 2ê — 3c' -l- zs),

— 63, 4i m' e' sin [2nt — 3«'< -i- 2s — 3e' -1- cr').

Nous pouvons v ajouter les suivantes, qui sont de deux dimensions
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par rapport aux excentricités,

-I- o,4om' sin3(»f — ii't -{- z — e'),

— o^'j^in' e' s\Y\\?>{iit — fl' t -r- B — b') -- ÎZ +- TZ'].

54. Maintenant, d'après notre hypothèse, «= i3°o',6, n'=^ .'|"48',5,

// — II' = S'^12',1, Il — i7i' = 3° 23', 6, 2 72 — 3/2' = n°35',7.

Donc les équations de condition données par les observations mo-

dernes auront la forme suivante ;

c"= Ô£+ ox, cos(i3. o,5)^+ 0^^2008(26. 1,0)/,

+ /5«+ ôj', sin(i3. 0,5) i+ cJro sin(26. 1,0)/,

-I- A,cos( 8.12,1)/+ //2COs(l6.24,2!< + //, cos(24.36,3)/

-I- A', sin( 8.i2,i)f+ A-., sin'16. 24, 2)^-7- X3 sin (24.36, 3)<

+ ;>,cos( 4-48,5)<+ ^2Cos( 3.23,6)/4-/j3 cosfi 1.35,7)/

-+- 7, sin( 4-48,5)/+ 92sin( 3.23,6 /-f- (73 sin( 11 .35,7)/.

55. Si nous traitons ces équations de condition d'après la méthode

employée plus haut, les équations du premier groupe qui en dérivent

se trouveront être comme suit ;

[
i5i,48= 21,0000 o£+ 6,o67o5.r, — 4)4358 o-Ta

+ i3,95i5/?,+ 0,9471 th ~ 4)^965 //,

+ 18, 3gi6 /;,+ 19,6752 f o + 8,4<84 ^3,

246,48= 6,0670 ô^c H- 8,2821 £?j:, + 4)'7G2c?X2

[x)
I

-4- 7,3540 //, + 8,3027 ^'-i + ''50961 /?3

' + 6,5793;;,+ 6,33i9 /;„ -f 8,o85o p^.

[ 207,58= i3,95i5$e-i- 7,3540 c?j:, — 0,41775^;,

(A, • +10,9735/21+ 4i^>775 /'..
— o,ooo5 //j

( + 1 2,8697 /j, + 1 3,4o5o Pi ~^ 8,4781 p^,

i 245,17= 0)947' ^£ + 8,3027 §r, + 7,2362 (Jxj

(/îj) + 4^6775 A, I 10,0259 h„-\- 8,3220 h^

\ --.- 2,366i /;, + 1,6727 />o + 7,3073 p^,

1 i()3,48 — — 4»5965 ôb ^- 5,0961 §j", + 10, 5558 fixn

(A.,) — o,ooo5 //, -!- 8,3220 //j -t- 10,9749 //j

' — 2,8935/),+ 3,7316 /)„ + 3,5852 /'.,.
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56. De même les équations du second groupe seront

I —171,27= 77,00000/^4- 9,3938 c?;,
— i,2i83o;%

{n) ' -+- 8,7355 A, H- 7,G2i3 k.. — 0,0590 /-.,

(
-+- 5,9764 ''/i

4- 4?3875 c/o -f- 9,G;52 ry,,

I
— 166,33= 93,9380 c?/i -(- 12,7 179 o'^i H- 1,8907 fî/^

ij) 4-11,0393 A-, -t- 11,3717 X-,H- 3,3196 ^,
'

-+- 7,3747(7,-1- 5,3825 (jfo +12,6816 (/;,,

[

— i8i,3i= 87,3550 5// -H 1

1

,0393 5j", — 0,3758c?/',

{k,) ' -i- 10,0264^*1 -+- 9>274o k, + 0,9476 /f^

f -h 6,8o54 7i 4- 4,9866 9.. -f-i 1,1971 Vi'

I

— 99,5i = 76,2 i3oo« 4-1 1,3717 0;, -1- 4,48ioô'/o

(^2) 1

-+- 9*2740 A-, -1-10,9740 kr, -i- 5,6294 k^

[
H- 6,o523 (/, -1- 4,3916 9^2 +11,0843 f/3,

Il3,l4=— 0,59000// -[- 3,3196 (?^-, -+-10,21 12 (j'j-;.

-1- 0,9476 X", -I- 5,6294 A", -+- 10,025l k-j

\
-+- 0,17467, -f- 0,0454 7i -+- 2,4791 'J3-

57. Les équations (p^) et (p^) du premier groupe, et {qn), (q^) du

deuxième n'ont pas été formées, notre solution antérieure ayant montré

que, après l'élimination de 0£, 0//, ox,, dj',, les coefficients des quan-

tités inconnues restant dans ces équations seraient extrêmement faibles.

Il sera avantageux de combiner entre elles les équations (//,), (h^)

et (//j) et aussi les équations (/c,), [k^) et (^5:3) et d'en éliminer $£, fin, àx,

et 0/, après que celte combinaison aura été effectuée. Si ensuite nous

changeons le signe de la troisième équation dans chaque groupe et que

nous l'ajoutions à la quatrième et à la cinquième, nous obtiendrons

141,07= — i7,6oo9d'£H- 6,o448t?.r, -f- 18,2097 c^a.,

— 6,2965 //, -I- 13,6704 7/2-1-19,2974 fij

— 13,3971/7, — 15,4639 pn -h 2,4i44 p3<

194,94 = — 11,7320c?//-!- 3,652o c?/i -M 5,0680 C?/2

-I- 0,1951 A', -f- 7,32g4 A;2 -I- 14,7069 kj

— 0,5785^1 — 0,5496 70 -h 2,3663 7,.
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58. Au moyen de (e) et (n) des n°' 35 et 56, éliminons as et â/i

de [x) et [j-], ainsi que des équations que nous venons de trouver, et

nous aurons

32,72=^ 6,5294^^1+ 5,4577 oVj-f- 3,3234/2, + 8,o29i/?2

-t- 6,4240^3 -+- 1,2639^, +0,6477/^2+ 5,6529/^3,

42,61^= 1,2578^^,-1- 3,377 1 c?/"2 + 0,3822^", -»- 2,o739^-j

-i- 3,3916^3 -+- o,o836^, -1-0,0298^2+ 0)95i3^3,

268,02= 1

1

, 1297 5a ,
-1- i.],!i^iç^Bx2-+- 5,3967^, -I- 14,4642^4

-i-i5,4449''s + 2,0175^, + i,o26Gy3o-t- 9,4702/^3,

ï68,85= 5,o833a)-, + 14,8824072+ i,526iÀ-,+ 8,4906^2

+ i476979A^3 + o,332oç, +0,1189(72+ 3,83i3(/3.

(/^ suivre.)
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Mémoire sur le mouvement de rotation de la Terre;

Pak m. Emile MATHIEU

L'élude (lu mouvement de rotation de la Terre autour de son centre

de gravité peut se partager en deux parties. On peut en effet examiner

le mouvement absolu de l'axe de rotation de la Terre dans l'espace,

c'est-à-dire son déplacement par rapport à la sphère céleste, et l'on ob-

tient ainsi les phénomènes de la précession des écpiinoxeset delà nu-

tation de l'axe de la Terre. Cette question a été traitée avec toute l'ap-

proximation désirable par M. Serrel [Annales de l'Observatoire, t. V,

iSSg), et elle n'est point examinée dans ce travail. En second lieu on

peut rechercher le mouvement de cet axe de rotation par rapport à la

Terre ou le déplacement des pôles à sa surface, et déterminer la vitesse

de rotation autour de cet axe. Cette question ma semblé susceptible

de nouvelles recherches, et c'est à son examen que se rapporte ce

Mémoire.

Les formules de perturbation du mouvement de rotation d'un corps

solide, qui n'est sollicité que par des forces perturbatrices, sont exac-

tement les mêmes que les formules de perturbation du mouvement

d'une planète. J'ai expliqué dans un autre Mémoire d'où provient

cette coïncidence [Journal de Mathématiques, iS^S, p. i83), et j'y ai

donné le théorème général sur lequel elle repose. Il suit de là que les

deux principaux problèmes que l'on rencontre dans la Mécanique cé-

leste, à savoir la recherche du mouvement de translation des planètes

et de leurs satellites et celle de leur mouvement de rotation autour

de leurs centres de gravité, peuvent être étudiés au moyen des mêmes
formules. Poisson rappelle cette propriété remarquable dans la pré-

face de sou Mémoire sur la rotation de la Terre autour de son centre de

gravité ( Mémoires de VAcadémie des Sciences, t . VII, 1 827 ), et cepen-

Journ. de Math. (3^ série), lome II. — Janvier 1876. i>
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dant il préfère, pour faire ses calculs, substituer à ces formules un sys-

tème d'autres fornuiles assez différent ['] .

La démonstration que je donne de l'invariabilité du jour sidéral, et

qui e-.t fondée sur le théorème général dont j'ai parlé, est entièrement

différente de celle de Poisson; mais les deux démonstrations ne se sé-

parent pas seulement par la forme, car Poisson, pour simpliBer ses

calculs, fait une supposition qn'd regarde comme suffisamment appro-

chée et qui n'est pas admissible. Elle consiste à regarder les orbites du

Soleil et de la Lune, qui troublent le mouvement de rotation de la

Terre, comme circulaires et situées dans un même plan. Or je montre

que cette recherche exige trop de précision pour que l'on puisse faire

cette simplification.

On reconnaîtra sans peine que mon analyse pourrait être beaucoup

simplifiée par chacune des deux hypothèses suivantes •

1° Si l'on supposait que la Terre est exactement de révolution;

a'' Si l'on pouvait considérer les orbites du Soleil et de la f-une comme
circulaires et situées dans le même plan.

La seconde supposition, comme je l'ai dit, ne peut être admise.

Pour la première hypothèse, on doit penser qu'elle approche beaucoup

de la réalité si l'on se reporte à l'origine fluide de la Terre. Cependant

il y a aussi utilité à ne pas la faire a priori^ d'abord parce que la quan-
. _ B A

lité —-— > ou A et B désignent les plus petits moments principaux

d'inertie par rapport au centre de gravité, joue un rôle important dans

cette théorie, tant qu'on ne la suppose pas excessivement petite, et

ensuite afin de faire servir à la détermination de cette quantité la com-

paraison des résultats de l'analyse aux observations.

En effet il semble résulter des observations du pendule que le rap-

B \
port —-— est notablement plus petit que le nombre qui représente

l'aplatissement de la Terre. Cependant, à cause des nombreuses irré-

gularités de la surface du globe terrestre, la démonstration de la peti-

[*] Poisâoii sciait occupe aiiparavani de la cicmonstration île la constance du jour

sidéral [Journal de l'École Potjtcrhniqnc, t. VIII, p. tr)8 ; mais cette dénionstralion est

très-inférieure à celle qu'il a donnée plus tard.
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lesse de ^-j-—
• à l'aide du pendule exigerait un très-grand nombre

d'observations faites en plusieurs points de divers méridiens, qu'il fau-

drait ensuite soumettre au calcul ; m;iis la véritable méthode pour cal-

culer cette quantité réside dans la théorie actuelle, et je démontre que,

si l'on admet que la latitude d'un lieu de la Terre ne peut varier de

deux secondes dans un espace de temps d'environ 1 53 jours, il en ré-

sulte que le rapport —-— est plus petit que 3„^„^pp , et par suite plus

petit que Yôir^ de l'aplatissement.

Rappel des formules relatives nu inoiwement d'un corps solide autour

d'un point Jure.

1. Supposons un corps qui tourne autour d'un point fixe. Dési-

gnons par A, B, C les grandeurs des moments principaux d'inertie (\u

corps autour de ce point. Prenons pour axes des coordonnées rectan-

gulaires des.r,, 7-,, z, respectivement les trois axes principaux d'inertie

A, B, C , et désignons sous le nom iVéquateur le plan qui passe par

ces deux premiers axes. Imaginons un second système d'axes rectangu-

laires des x,^, z qui soit fixe et qui ait la même origine. Désignons :

1° par ([ l'angle compris entre l'axe des jc et la trace du plan des a:,,

j'i sur le plan des x, y; 2° par ip l'angle de cette trace et de l'axe des

x^ ;
3° par Ô l'inclinaison du plan des j:,, J^ sur le plan des x^j.

Si le corps n'est sollicité par aucune force, il existe pour son mou-
vement un plan du maximum des aires, qui est invariable de position.

Imaginons que le plan ci-dessus des x, y coïncide avec le plan inva-

riable, et désignons par ij;,, y, , 0, les mêmes angles relativement au plan

invariable que ij;, <p. & pour le plan des x,j. Toutefois il importe de

définir les trois angles o,, ^,, (j>, avec plus de précision, ainsi que nous

allons le faire.

Imaginons une sphère dont le centre soit à l'origine des coordon-

nées, et examinons le triangle sphérique déterminé sur sa surface par le

plan fixe des x, j, par le plan invariable et par le plan de l'équateur.

L'angle ij; représente la longitude de la trace de l'équateur sur le grand

cercle déterminé par le plan des .r,^'; désignons par a. la longitude du

5..
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nœud du plan invariable sur le même plan, de sorle qu'un des côtés

du triangle sphérique est égal à i}; — a. Les angles o, et ç; représentent

ceux que fait l'axe principal A avec l'intersection du plan de l'équa-

teur par le plan invariable et par le plan des x, r ; donc 9, — ç est le

côté du triangle sphérique situé sur l'équateur. Enfin, en convenant

de compter l'angle ij/, à parlir du nœud du plan invariable, nous pou-

vons prendre pour i}, le côté du triangle sphérique situé sur ce plan.

Désignons aussi par y l'inclinaison du plan invariable sur le plan tlxe;

alors 7, 5,, - — 5 seront respectivement les trois angles opposés dans le

triangle aux trois côtés f,
— o-, 6 — «, 6,. Donc, d'après les formules

de la Trigonométrie, nous aurons

/ cos5 ^= C0S7 cosS, — siny sin5| cosU;,,

(A)
I
sin(G, — g) sin 5 -- sindi, siny,

( sin(({' — a) sin5 = sin'i|Sin5, .

Ces trois formules nous permettront de calculer 9, 5, >{/, quand nous

aurons déterminé qj,, 5,, 6,.

Soit w la grandeur de la vitesse de la rotation instantanée du corps,

et soient /j, q, r ses trois composantes suivant les trois axes principaux

d'inertie A, B, C. Le principe des forces vives donne l'équation.

Ap- -^ B7- + C/"= 2 A,

où A est une constante, et le théorème des aires pris relativement au plan

invariable fournit cette autre équation

A-p* + B'-q- -h C-r- = A-,

dont nous désignerons la constante k sous le nom (.Vaxe du plan inva-

riable. Eu le supposant porté sur une normale à ce plan et le projetant

sur les axes principaux, on obtient les formules

(B) A.p = ksinOtSMio,, Bç = Asin 5, cos'>,, Cr — kcosd,.

Enfin nous rappellerons les tleux formules suivantes, que l'on trouve
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dans tous les Traités de Mécanique :

(C, dt
"^^'^

\l—P+ 2 B/i + C (C — B^ 7' \,//.-'—zAh — C{C— A)r'

A l'aide de ces deux formules, on peut calculer r et '1, en fonction

de /, et l'on aura ensuite facilement toutes les autres inconnues par les

formules qui précèdent.

Sur le calcul du mouvement de la Terre autour de sou centre

de gravité.

2. Cherchons à appliquer les formules précédentes au globe ter-

restre, en plaçant l'origine des coordonnées à son centre de gravité.

Désignons par C le plus grand des trois moments principaux d'inertie

en ce point, par B le moyen et par A le plus petit. Comme on ne peut

douter que la Terre soit à très-peu près de révolution, les deux quan-

tités B et A ne peuvent différer que d'une quantité très-petite.

Les formules du numéro précédent ne sont pas immédiatement ap-

plicables au mouvement de rotation de la Terre autour de son centre

de gravité; car, la Terre n'étant pas composée de couches homogènes

exactement concentriques, elle est sollicitée dans ce mouvement par

l'action perturbatrice du Soleil et de la Lune. Cependant les équations

qui donnent y,, 5,, ij/j, 9, 9,
ûf
pourront toutes être conservées, pourvu

que l'on regarde les constantes arbitraires comme des quantités varia-

bles données par les formules de perturbation. Les quantités (p,, 5,, i];,

conserveront la même signification que ci-dessus; seulement le plan

invariable sera supposé mobile, mais il restera constamment le plan

du maximum des aires décrites par les projections des rayons vecteurs,

menés du centre de gravité à toutes les molécules du globe.

Désignons par (3 le second membre de l'équation des aires prise par

rapport au plan des x, y dans le mouvement non troublé. Désignons

parT la constante qui s'ajoute au temps i et désignons par g la valeur
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de ij>, quand t est égal à — t; g représentera aussi la dislance angulaire,

à la ligne des nœuds, d'un point du plan invariable qui ne se mouvra

dans ce plan qu'en vertu de la perturbation. Les six constantes arbi-

traires h, k, j3, -, g, a, devenues variables, satisfont aux six équations

différentielles canoniqiies suivantes :

(E)

dh dLl
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Examen des valeurs des ai/gles 5,, ç,, il;,, quand l'angh 5, reste

toujours très-petit.

.">. Examinons comment on peiil simplifier les formules qui donnent

les angles (p,, Ô,, ij/,, quand l'angle 5, est très-petit. C'est ce qui a lieu

pour le globe terrestre ; car son axe de rotation ne s'écarte de l'axe du

plus grand moment d'inertie que d'une quantité qui n'a pu jusqu'à

présent élre reconnue par les observations, et, comme le sinus de cet

écart est égal à

vp'+ 1'
(^ r /sin-(Pi cos'o),

\lp'+q-+ r' V A^ B^

en négligeant le cube de 6, il faut en conclure que 5, est très-petit.

Portons les expressions (B) du n° 1 dans l'équation du principe des

forces vives, et nous aurons la formule

(i) 2/( — A'- (-sin-çp, + ïjcos- '^, )
= A-cos-5, (- — -sin'--,;, — -cos-ç,, j^

qui établit une relation enliC s, et 0^. Dans la formule (C) mêlions

k cos5, au lieu de Cr, et nous aurons

j _ C v^ÂB X sin0,rf9,

V/(2/!C— A')B — X'(C — B) sin=9, sjk- (C — A) sin'9, — (2/4C: — h')k

De l'équation des forces vives et de celle des aires on déduit

ce qui prouve que la quantité du premier membre est très-petite et po-

sitive, puisque Cest plus grand que A et B. D'après cela, il faut, pour

que l'expression de dt soit réelle, que l'on ait

. ^, .{ihC-k^)-& . ,, . (2/iC -/!•=) A
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et, par conséquent, 5, oscille entre les deux valeurs indiquées par ces

deux inégalités; dans le cas particulier où B est égal à A, on a

. ,^ _ (2/^C — /M A

et l'angle 5, reste invariable dans le mouvement non troublé.

De la formule (D) du n" ï on déduit aussi

, 2/iC — /'H- A=sin'e, .

'

' «' sin'9,

Supposons maintenant 5, très-petit; en remplaçant sin5, par 5,, nous

aurons

, , ,
Cv'ÂBX-9,fc?9,

(a) dl—

;3) d6,=

V/(2AC— /')B — A'(C — B)9; v'^MC— A)9; — (aAC — A']

A

Cv/ÂBX(2AC — A=-f- Â-'9;)rf9,

9,v/(2AG— A»)B— *»(^C— B)9; \/ /<'{C— A)9; — (a/iC — A'JA

Posons

7 (a/,C-/')A _^ / (2AC-/!')B _
V /-(C-A) -^' V X-(C-B) -^' ^'-"'

nous aurons, pour l'équation qui donne dt,

ik /(C-B)(C-A)
^ r/< =

BA y'(c» — u)(« — 6'J

et par suite

,,, 2X- /(C— B1(C — A) /, >
/•" du

en désignant par — t le linips pour lequel 0, prend sa valeur mini-

mum J). Posons, pour >implitier,

,5, i^v'^^F^' (' + ') = "
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et l'équation précédente deviendra

b' -h c' — 211
V = arc cos -;—

:

c- — o'

on en conclut

(O) H = 1 COSU

ou, en remplaçant h, c par leurs valeurs, posant

(C_B)(C-A) _ 1 , 1 _ 2 _ , ,,
B-A _

ABC= ~
' A

"^
B C ~ ' AB

~~ '

et remettant 5, à la place de«,

B-\ = (2// - ^j -^. Tm - N cos3Av/L(7 + -)1.

4. De la formule (i) on tire, en remplaçant sinô, par é5,,

. „ AfC — C) AB / , k'\ \

et, à cause de la valeur précédente de 67, on en déduit

C — B I + cosu
sin'Çi

BC M — jN cosw

2
C — A I — cosu

cos ?f-^^^, _Ncos.'

sinijp, cos 9, = v'
^-'

M — N cosu

Le globe terrestre étant aplati vers les pôles de son axe de rotation,

les quantités —-—
,
—-— 5 quoique petites, ont des valeurs sensibles

qui mesurent l'aplatissement; au contraire B — A, s'il n'est pas nul,

est très-petit, comparé à C — A, C — B, comme nous le démontrerons.

Les trois expressions précédentes sont donc développables en séries

très-convergentes, procédant suivant les puissances de — •

Journ. lie Math. (3"^ série), tome I. — l'ÊvuiER 1875. '5
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5. En adojitant les mêmes notations que ci-dessus pour écrire l'ex-

pression àed<^t donnée par la formule (3) et la partageant en deux

parties, on obtient facilement la formule

^,-§ = J-M,

où g désigne une constante arbitraire et où J et I ont les valeurs sui-

vantes :

j ^ __i_ C -^" _ ,

Des foniuiles (4) et (5) on déduit d'abord

2 C V L ^

Pour calculer I, nous avons

/" du — 1 i b I <^'' — "

,

= -7— arc tang - \/ j-

J H \l[c^ — u)[u— b') ^x-- '^ V ' V " - b-

or on déduit de la forinide (G)

c - b'
,

c- — « = ( I -+- COS V 1 ,

^2 f,'

n — h- = ( I — cosu)

,

cof^-;

'intégrale précédonle est donc égale à

— 7- arc lauj^ (
- cot -

)

et l'on a enfin

I

r^ /a({:- li)
, •/]
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On en coiicliU

,

' . . r /A(C — B) -j 1
•-!<. - g = -' / ^ -, - arc "">g[\/ B(C-A) '^'^^ô

I

-^ '^°"«'-

Si Ion pose
CB — Ai _
B^C-A) ~ '"'

T, est une très-petite quantité, et, en négligeant le carré île /}, on a

(C-A)
~

'^' V B(C-A;

On a, en général, si h est assez petit pour qu'on en néglige le carré,

11. >'

arc tangf x + h) ^ arc fang;^ h -,,

et, en faisant

X = cot -5 h z= '- cot - 5

2 2 7.

on obtient

r
,
/a:C— B) -j 1 ;t .j 71 .

''"'= ^'''"g
L V inr=^j '^^^

2J
= ;

- ; - 4
"" "•

On a donc

y, — g = -, I < -I- t) H h 7 sin u + consf

.

D'après ce que nous avons dit au n° 1, l'angle i|>, est compté à partir

du nœud du plan invariable sur le plan fixe. Si l'on veut que 6, se ré-

duise à g pour ^ = — -, la constante ajoutée au second membre sera

nulle, et l'on aura

k
'^, — g = ( -, -H A-y L

j
( < -i- T; + 7 SÎU ik^ J^ [t -h T..

Remarquons que la quantité g qui entre dans cette équation est préci-

sément celle qui a été représentée par cette lettre au n" 2. Si l'on tenait

compte du carré de y;, on verrait facilement qu'il faut ajouter au se-

cond membre de la formule précédente les termes

-i-ïj-sin 2A\ L (f J- t) -f- -^ •<)- sin4/i V J-'(^ + '^)-

6..
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Formules qui déterminent les trois angles 9, 5, <];•

(j. Calculons les trois angles 6, ç, '^ définis au n° 1, au moyen des

formules (A), en nous appuyant sur ce que l'angle 5, est très- petit; ce

qui nous permettra de négliger les puissances de 5, supérieures à la

deuxième. De la première de ces formules

cos 5 := cos ycos 5, — sui Y sin 0, cos (J;,,

on déduit

cos 5 =: COS y (i — 6 , tangy cosi|i, — i 5J);

on en conclut aussi ces formules qui nous serviront :

o, • o / r , r., -, ''; &'
SU) - 7 = sur y I i -h 2J, col y cos(j>, +77 cor y— cosu i,

)
1

sin5cos5=:sinycosy[i + 2!/,cot2ycos'J'| — 45
'J

— 5^(i + -^cot-y cosai}*!],

^= -r^ l — 5,COty COSdj, + . '
. $7 + 457(1 + 3c0t-7)C0S2v'^|

De la formule du n" 1

Cl V
. ,

sin ô,sm (6 — a) = Sin 6, -^— >

^ ' '
' sin 9

on déduit

MU 'i- — a = —:
—

:

0: sin^.cos'J/, -:

—

^ ' ' sin 7
'

'

'

'
' sin=7

et, avec le même degré d'approximation,

/ >
,

0, sin J/| -q cos 7 . ,

(a) !, = ce -{ :
—~ — 0- —^sin-iii,-

sin 7 '2 sm' 7
^

Enfin on a la formule

sn. (9,-9) z= sin ^,^,
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de laquelle on déduit

sin(9,-9) = siu^, [^i- r;,col7Cos.j/,+
^7^^ ^7

+ {i5j(i + 3cot-Y)cos2'J;, •

Au moyen de cette formule qui doune le sinus de 9, — (f,
on peut

développer l'arc même suivant les puissances de 0,, et l'on en conclut

[b) ç) = p, — '^, -f- 0, sin d/, cot y — |-(i -f- -icoi^-j)(j'\ sin2i]y|.

Des formules (a) et (/>) on déduira facilement les sinus et cosinus de 9,

v}/ et de leurs multiples ordonnés suivant les puissances de 0,.

Calcul de la fonction perturbatrice.

7. Soient S la masse du Soleil, qu'on peut supposer réunie à sou

centre de gravité, et.r,, j,, r, les coordonnées de ce centre de gravité,

rapportées respectivement aux axes principaux d'inertie A, B, C, pas-

sant par le centre de gravité de la Terre. Soient aussi a, t., c les trois

coordonnées rapportées aux mêmes axes d'un point du globe terrestre,

et dm un élément de sa masse qui passe eu ce point. L'attraction de S

produit la fonction perturbatrice

dm

+{f:-i>r+{-:-cn'

l'intégrale s'étendant à la masse entière de la Terre. Désignons par L la

masse de la Lune, et par jr\, 7',, z\ les mêmes coordonnées pour la

Lune que x,
, j", , z, pour le Soleil ; l'attraction de L donne la fonction

perturbatrice

/* f/m
V'r= L

et la fonction il du u° 2 est la somme de V et V.
D'après les propriétés du centre de gravité et des axes principaux
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d'inertie, on n

f hcclm =:o, fcndm^o, fnb(im=^o.

Désignons par p et ii les distances de S et de l'élément dm au centre de

gravité de la Terre; en développant suivant les puissances de a, b, c la

quantité comprise sous le signe / dans l'expression de V, nous

aurons

S , S 3S .V= - fa'm fu-dm-\ Aoc'-. Çn-dni-^y-, fb-din-\-z^ fc'-dm) i-oY

,

ç
•' 2 6'- 2 0*^'"' ' '

- ' •

oV étant la partie de V qui résulterait des termes du troisième degré

et d'ordres supérieurs par rapportât, è,c. Si aux coordonnées .r,, r^,

z,, rapportées à des axes mobiles, on substitue les coordonnées x, y\ z,

rapportées aux axes 6xes du n° 1, les quantités j?,, 7 ,, z, seront expri-

mées au moyen de ces coordonnées et des angles ç;, 5, t.J>; il en résulte

que V est une fonction de ces trois angles, et qu'il ne dépend que par

ces angles des six éléments A, j's, A", t, a, g. Toutefois a ne dépend pas

de ces quantités, et, comme V ne doit entrer dansnotrerecherche que

par ses dérivées, par rapport aux six éléments A, ]3,..., nous pouvons

supprimer les deux premiers termes de V; de plus, en nous servant

des égalités

J'yo" — c-]din = C — A, /(/>- — c-)din = C — B,

nous pourrons réduire V à cette expression

nous aurons de même

v'= |^[(c - A)y.^+ ;c - B)j',^] + 5v'.

Il est utile de se représenter l'ordre de grandeur de l;i fonction per-

turbatrice, et pour cela nous la comparerons à la demi-force vive qui



MÉMOIKE SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION DE LA TEURE. 47

provient du mouvement de rotation de la Terre. Comme p et 9 sont

très-petits, on a à très-peu près pour cette demi-force vive h =^ \ Ci".

Ensuite, en désignant par m la vitesse angulaire du Soleil dans son or-

bite, on a — = m-, a étant le demi-grand axe de celte orbite. En pre-

nant le rapport de V à h, on trouve que la première cjuantité est, par

rapport à la seconde, de l'ordre ( —
]

s, t étant l'aplatissement de la

Terre, c'est-à-dire de l'ordre

—-^ X 5-7T = o, 00000002.'(BG.
366,25' 3o6

Nous imaginerons que l'on prenne pour le plan fixe des x, j le plan

de l'écliplique à une époque déterminée. Si l'on désigne par a, b, r. les

cosinus des angles de l'axe des x avec les axes des x^, 7% , 2, ,
par a',

b', c' les mêmes quantités pour l'axe des j, par a", b", c" pour l'axe

des z, on passe des coordonnées du premier système à celles du second

et réciproquement par les formules suivantes :

,r = a X, -f- b 1") + C2,

,

x^ = ax + i'/j- -+- a"c,

;• = a'x, + b';-, + c'r,, y, = hx -1- h'j + b"z,

::; ^ a"x, -(- ))";, -+- c"r-,, z, = ex -\- d y -{- c" z,

et, en remplaçant a, b, c,... par leurs valeurs, en fonction de 9, 6, ^,

qu'on trouve dans tous les ouvrages de Géométrie analytique, on a

x,^ [
— sin (j3 sin ij; cosO -+- cos9Cos']^)a-

-I- (sinçj cosiJ> cos6 + cos© sini}/) }' -+- sin 5 sin o z,

)', = (
— coso sin(j> cos9 — sinç cosvj; )j:

+- (cosp cos^J; cosO — sin 9 sini|>) j- + sinôcoss z,

z, = sinô sin^J; x — s'inQ co&^j -t- cos5 z.

Nous négligerons d'abord ôV, sauf à avoir égard dans la suite à son

influence, et nous aurons

V:=g[(C-A)(x? + rr)-(B-A)jî|;
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de même, en négligeant §V', nous aurons

V'=^[(C- A)i;x',^-f-yrj-lB-A)jvi.

Si B — A n'est pas nul, il est certainement très-petit par rapport à

C — A, déserte que la seconde partie de V et V est très-petite par rap-

port à la première.

Désignons parp, la projection du rayon p sur le plan des .r, y^ et

par V l'angle de cette projection avec l'axe des x ; nous aurons

a' =
f; I

cos V , j- := jCr , hin -j
,

et il en résultera

X, = |j, siny cosÔ sin(v — il>) -;- p, coso cos(y — ]^) -\- zsin5 sin9,

7', = p, cos es cos ^ sin(v — 6) — (^, sinç; cos(v — '^) + zsinô coso;

nous en concluons

x.\ -\- y\ = p'i
— ^ pîsm'^ô +- { pysinaS cos*(v — <^)

-j- z^s'in^d -h 2iS| c sinô cos!/ sin (v — •l).

et nous aurons à substituer cette expression indépendante de ç; dans

le premier terme de V. On opérerait de la même manière pour lo [)re-

mier terme de V.

Calcul des (juantités h et k.

8. Pour calculer les deux quantités h et A, qui représentent la demi-

force vive du mouvement de rotation de la Terre et la grandeur de

l'axe du jjlan invariable, nous emploierons les deux formules (n° 2)

(a)

(*)

,llt
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OÙ ù est égal à Y + V. Nous sommes conduit d'après cela à calculer

les expressions de

d-
'

dg
'

d-z
' dg

Les termes de ces expressions qui dépendent de l'angle (|i, se rap-

portent à des inégalités qui sont à peu près d'un jour; car l'angle ij^, ne

se trouve combiné dans ces termes qu'à d'autres angles, qui croîtront

avec < beaucoup plus lentement. Ce sont surtout les termes indépen-

dants de ij;, qu'il nous importe d'examiner.

Nous avons, en différentiaut la dernière formule du n° 7,

( x\ ,
dsinOcosO . . ^ . ,, . , dh

[c] ' + 2,0, z — SU1 V — r^j -h p- sur 5 sinajy — ^) —

I
— 2o,z sinS ces 5 cos(v — 'l') -r^-

\
dt

D'après le n° 6, on a

,' d sin- 9 . ., ,
, A o ^ ^ . dO

l ^.
= sin-y'^2C0t7 cosi|/, + 2 5,cot-y — 5, — 5, cos2iJ;,)

—

I + (— 5, sin 27 sin i, 4- S^sin^y sinad,)-^,

N
et, en désignant par ;la très-petite quantité —, on a (n" 5)

^? = ot(=^^'-ïï)('^ï-N^°^")'

r M, M / , X-'\ .5,-—= p 2/i — - Usinu,

f/9, /M / ,
/- /

-£"sin2!;

on a aussi n" b]

3- = ;^ -r A" V L + - A s L cos y

.

Joiirn. de Math, {i' sériel, tome II, — Février 187Ô.
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Donc l'expression (d) ne renferme qu'un terme indépendant de i|,

sin-y^acot-y -i)J,-^

et, par suite, la première partie de l'expression [c) renferme le terme

qui est indépendant de (}^,, mais qui dépend de u et dont la- pé-

riode est d'environ cent cinquante-trois jours, en supposant qne

a° Dans la deuxième partie de l'expression [c) faisons

COS2 (v — 'l] — COS2 (v — a) -1- 25, -7-^ sin2 (v — a],
\ il \ I siny ^

et il en résulte ces deux termes indépendants de tj/,

ik(2) Ip^ cos2(v— a) (2 — 3sin-7) 5,

(2') - o?5?cosYsin2(v - «)^,

le second terme provenant d'un terme en sin'-j/, qu'on a remplacé par

l (l — COS2 4'().

3" Dans la troisième partie de l'expression (c), faisons

sin (v — <]j) = sin (v — a.) — 0, ^-^cosfy — a),
\

'
' ^ ' sin y ^

'

et remplaçons smO cosO par sa valeur (n" 6), nous trouverons ces

deux termes indépendants de ^'i

(3) —
|5( z sin Y COS7 (5 H- cot-'/) ^

—
' sin (y — «),

(3') 2p, zcosy cota-/ 0\ cos(v — «) ~"
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4° On trouve de même que la quatrième partie de l'expression (c)

renferme les deux termes

(4) -p?5, JcOS2(v-«),

(4') p'^ 5J cosy sin2 fv — a) -p-

5° La dernière partie de (c) donne enfin

(o) — p,z cot'/ 5, — sm(v — a),

(5') — 2|5, z^l cosy cot 2y cos(v— a) -^'•

En faisant la somme des termes (i), (2), (3), (4) et (5), on obtient

[( — \p\ + z^) (2—3 sin-y) — %p] sin-y cosa (v — a)

— -îp, : (asin^'^y + 1) sin (v — a)]5, —^;

d9
or 5, -T-^ renferme s sini» comme facteur, et l'angle u ne peut disparaître

de ces termes que par sa combinaison avec l'angle y; il n'en peut donc

résulter dans h que des inégalités périodiques et dont la période n'est

pas très-grande. Remarquons que ces termes renferment e comme fac-

teur et, par conséquent, ils sont absolument nuis si B est égal à A.

Les termes (2'), (3'), (4')et (5') semblent, au contraire, donner dans

h des inégalités séculaires; car p, et z peuvent, à très-peu près, être

considérés comme des fonctions périodiques dont la période est l'an-

née, et, en les supposant développées en séries de sinus et cosinus, les

termes précédents produiraient des termes constants dans — et des

termes proportionnels à t dans h. Mais il arrive justement que le

terme (2') se détruit avec (4') et (3') avec (5').

9. Examinons ensuite les termes de—-^ -^ qui sont indépen-
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dants de l'angle 4'i- Nous aurons

. , , , «?sinfi cos6
-f-a^,zsin(v-^) —^^

4- ç\ siir5 sin i (v — i)-^

COS 2 V — C/

2p, S sin 5 COS 5 ces (v — 6) -r-»

et, d'après les formules ilu n° 6, on a

rfsin'9 • 1 / ^ . - 1 /"i
I

\—-— = sin-y ( — 25, coty snnj/, + 5j sin atl;,),

_ =: siny C0S7 [
— 2V, cot2 7 sunj;, + 5,- (2 4- cot-y) sin2i{;,

J,

dh . COS-I/i ,., ,
COS 7

dg biny '
' sin'y

La première partie de la formule ' e) ne donne aucun terme indé-

pendant de ({^,. La deuxième contient un terme en sin^^l'i <1"^ produit

— 5^(3^ cosy sin 2 V — «);

la troisième contient aussi un terme en sin-ii^, qui produit

2 5 ; (J , z COS Y cot 2 Y COS ( v — « ) ;

la quatrième contient un terme en cos-tj;, qui donne

'j'\ pi cosy sin2(v — «);

enfin la cinquième coulient aussi un terme en coh-^', qui donne

— 2 5; (5|Zcosy cot2 7 cos(v — «).

Ou voit que ces quatre termes se détruisent. On peut donc regarder

tous les termes de l'expression (e) comme dépendants de l'angle i\i,

.
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10. En élevanr an carré l'expression tlej,,

j-, = p, coso cos5 sin (v — '!>) — p,sina cos (v — t|/) + z sin5 cosç;,

trouvée au n° 7, nous aurons

J'i = iPi [cos°5 (j + cosaç) 4-1 — cos2(p]

H- I j5j [
— COS^5 (l 4- COS2'j5) -I- I — COSaÇ)] COS2 (v — 'J>)

— \pl sin 9-9 cos5 sin 2 {v — ^)

-T- p,zsin5cos5(i -f-cosaojsin {y— f\i)—p, zsin sin 20 cos(v — 'J>)

-f- -|z^sin-5 (i + COS2Ç)).

Comme j^'^ dans l'expression de V est multipliée par B — A, quan-
tité extrêmement petite, si elle n'est pas nulle, nous négligerons dans

le calcul de ^
'

et de les termes multipliés par 5^ ou par 6, -j--

En différentiant j'j par rapport à t, nous aurons

f/i'r') I oT / , f/sin=9 . ..f/cosatsl

^^ = 4r>r[-('+cos2.)^^-s.n-r,-^J

^ 4/''[(' + cos2'i)-^^;^ (i 4-cos-(5)^^Jcos2(v - ^)

H— p\ [sin^5 — ([ -I- cos- 5) cos 29] sin 2 (y — i|>) -r^

"" 2^' -^^-^cos$sin2(v-il/) - -p\?,\n2'',—^sm2{v - tf)

H- jsj sina'^ cos 5 cos2(v — 4') "r

rfsin9 cos 9 , \ . , , \
-^ p,z (1 4-COS29)sUl(v - ^)

. , , dcos 2 <p . , , ,

-T- rjfZsmO COS&—;

—

- sm (v — ']>)
' AT ^ ' '

— p,zsinScos5(i -+- cos2ç;)cos(v —
'f)^

—
p , z—^— sin 2 'j cos

(
V — il/ )

— p,z sin 5 —-— cos ( v — i]>

)

!sin'— p, z Sin & sin 2 9 sin(v — ^) -~^ -h - z' —-— (i -\- cos2y'

I „ . , - rf cos 2 (C

-I- -Z^Slir 5 ;
-'
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En négligeant 5J, on a (n" 6)

ç> = !pi
— i, + î,col7sini||,

cos2y ^= cosay, cos2di, -f- sinaip, sin 2i||

— aSiCotysinA, (sin 2 y, cos2 i-, — cosaç?, sin 2v{/,),

sin 2 2 = sin 2'^, cos2'i, — COS29, sin2({',

+ 2 5, coty sin'i|(cos2ç;, cos2'J/| -f- sin 2 ç;, sin 2(1^,'),

et, d'après le n° 4, on a les formules

C(B — A) 4- [aAB — (A + B)C]cos«
COS 2 Z

, ABC(M — Ncosu)

,- sin
Sin 2 ç I

= 2 V L M — N COS -j

qu'on peut facilement développer en séries de cosinus ou de sinus de

multiples de u.

On aura
f/sin'O /(/'),

,
^ . ,

(liiÀ .—;— = -T-cos'i. 4- y.sui di, — sni27;

à ces formules on ajoutera celles qui déterminent

-^5 sin(v —
if))

cos(u — 'b), sin2(v — '|), cos2(v — ij>\

I 1 fibl)
et, en examinant successivement toutes les parties de —r-!-> on verra

qu'elles ne peuvent produire de termes indépendants de ij/,, si l'on

néglige ceux qui sont multipliés par 0\ ou
'j
i-y-

On verra aussi que '

J ne renferme que des ternies dépendants de

l'angle (j;, avec le même degré d'approximation. Cette seconde vérifi-

cation se fait plus rapidement que la première.

11. Il résulte de ce qui précède que -^ ne renferme aucun terme
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constant et qu'il ne contient que des termes périodiques. Le plus grand

nombre de ces termes périodiques dépendent de l'angle i];,, en sorte

que leur période diffère peu d'un jour sidéral ; les autres dépendent de

l'angle v combiné par addition ou soustraction au moyen mouvement
du Soleil et à ses multiples. Les mêmes choses ont lieu pour l'expres-

dV'
sion de -r-» avec cette différence que le moyen mouvement du Soleil

dr *

y est remplacé par celui de la Lune.

On déduit donc delà formule (a) le théorème suivant :

La quantité h, qui représente la demi-force vive due au mouvement

de la Terre autour de son centre de gravité, n'est sujette à aucune

inégalité séculaire ; ses inégalités sont toutes périodiques ; la plupart

ont une période qui diffère peu d'un jour, et les autres dépendent d'un

argument, qui s'accroît de quatre angles droits dans l'intervalle d'en-

viron 1 53 jours, combiné avec des multiples du moyen mouvement du

Soleil ou de la Lune.

D'après ce que nous avons vu ci-dessus, tous les termes de — <!é-

pendent de l'angle t{/,; il en est de même de ceux de —De la for-

mule [b) on conclut donc le théorème suivant :

La quantité If, qui représente la grandeur de Vaxe du plan inva-

riable, n'est sujette à aucune inégalité séculaire; ses inégalités sont

toutes périodiques et leur période diffère peu d'un jour sidéral.

Il suit de là que la quantité h renferme un certain genre d'inégalités

qui ne se trouvent pas dans k; mais nous verrons plus loin que ces

inégalités sont insensibles.

Sur l'iiijluence de ôV et c?V'.

12. Dans les considérations qui précèdent, nous avons négligé les

parties de V et V désignées par <?V et è\'
. Examinons quelle peut être

l'influence de ces quantités. Nous avons trouvé au n° 7

[(x,— .-j)'+ (/,
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et nous avons développé la quantité soumise au signe / suivant les

puissances de a, b, c; alors nous avons désigné par ôY la partie de V,

qui est du troisième degré ou de degré supérieur par rapport à «, b, c.

Si l'on fait le calcul, en négligeant ce qui est du quatrième degré, on a

3S
(JV = \x. fia^ 4- ab- -+- ac-din -f- y, f(a-h -+- h^ -+- bc'^]dm

-t- z, J\a- c -h b'-c + c^)dnij

H r{xl Ja^ dm -\-j
\ f b^ dm -f- rf fc^ dm

)

i5S
-{

'-
[ xl), fa- bdm -\- x ,j''-î f ah'- dm

-hj'i Z, / b'^cdm -{- j\z\Jbc-dm.

-^- ZfX\J ca- dm -f- x,z'l f ac'-dm -^ 2X, ) ,z, fabcdm].

La Terre différant peu d'un solide de révolution, nous pouvons ad-

mettre, dans le calcul actuel, qu'elle est rigoureusement symétrique

par rapport aux deux plans qui passent par l'axe C et par l'axe .\ ou B;

mais, pour plus de rigueur, nous supposerons que cette symétrie n'ait

pas lieu exactement par rapport au plan de l'équateur. Alors, en sup-

primant comme nulles toutes les intégrales des différentielles impaires

en a ou b, on a

{=^^'-f^)fb^cdm.
3S

On a ensuite

5x]z, I f3z, 5z]\ 5 z,' -C] ^j-]^i^ /3z, 5z]\

2 \7 ~ 7 jr p' 2 \ p' p' / 2 p

parce que j'I = [>" — x-^ — 17 , et l'on a de même

.

p' " 2 \
p'" ~

f' j 2 p'
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On en conclut

La Terre étant supposée un solide de révolution, la seconde partie de

cette expression de 5V est nulle, et l'on peut écrire

ÔV = SR
''^''

dV dV
Examinons l'influence de cette expression dans le calcul de -— et — •

5z] \

P' /

nu 1p fnlnil flp ^,
th dg

En faisant, comme précédemment (n° 7),

jr = p,cosv, j = /5,sinv,

nous aurons
z, = — p,sin5sin(v — (j;) + zcosô.

S'il existe une différence d'aplatissement entre les deux hémisphères,

elle est excessivement petite; donc K est très-petit, et nous pouvons

négliger dans ôV les termes en 6 j, 5, —• Or on voit que, avec ce

degré d'approximation, les quantités

dz, . , , > rfsinô . - ,
, \ dii dcosfi- =-p,sui(v-^)^^+p,sm5cos(v-|)-^+z-^^,

dz, . , ,
, f/sin9 . -, , .sdii rfcosS— =:-p,s^l(v-|;-^^-p,snlecos(v-'|);^+z.^—

ne renferment que des termes dépendant de 4'c H en est de même des

deux expressions

car, comme les termes de ~i -r-' renferment tous la quantité 5, ou -r^
' dx dg * rfr

en facteur, on doit réduire z\ à l'expression

[
— p,sin Ysin(v — a) 4- zoos 7]^,

Journ. de Math, (3= série), tome H. — Février 1876, "
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qui est entièrement indépendante de ^j;,. Ainsi o\^ ne renferme que des

termes qui dépendent de <^t ; la même chose a lieu pour oV.

Nous pouvons conclure de là qu'une différence d'aplalissenient

entre les deux hémisphères terrestres n'apporterait aucune modifica-

tion aux conclusions auxquelles nous sommes arrivé (n° 11) sur les

valeurs de h et k.

Les expressions de oV et fîV contiennent ensuite des termes qui

sont du quatrième degré par rapport îi a, b, c; on comprend aisément

qu'ils sont très-petils et négligeables. D'ailleurs on peut démontrer que,

par rapport aux premiers termes de V, V, ils sont de Tordre du carré

de la parallaxe de l'astre perturbateur, multiplié par le carré de l'apla-

tissement de la Terre, (/^o/r le Mémoire de M. Serret, Annales de

l'Observatoire, i85g, t.V, p. 264O
Remarque. — Nous avons supposé dans nos raisonnements les

masses du Soleil et de la Lune condensées à leurs centres de gravité;

mais décomposons la masse de la Lune en parties infiniment petites,

et prenons la fonction perturbatrice provenant de chacun de ces élé-

ments, nous arriverons pour chaque élément aux mêmes conclusions

auxquelles nous sommes parvenu pour le centre; il en sera donc de

même si nous prenons la fonction perturbatrice provenant de la masse

entière de la Lune. Ensuite, comme la théorie du mouvement de rota-

tion de la Terre ne dépend i)as du mouvement de rotation du Soleil,

on peut remplacer ce dernier mouvement par un autre qui s'effectue-

rait comme pour la Lune, dans le même temps que la translation du

Soleil; donc, en décomposant le Soleil en éléments, on arrive encore

aux mêmes conclusions qu'en supposant sa masse concentrée en son

centre de gravité.

Sur les illégalités périodiques et séculaires de la vitesse de rotation

de la Terre et sur la mesure du temps en jours sidéraux.

15. Désignons par h^, li„ les parties constantes de //, /• et par \li.

ik les parties restantes, en sorte que l'on a (n° 8)

Ah = j^dt, Ak=j-^ylt;
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nous avons vu que A/^, Ak ne renferment pas d'inégalités séculaires,

mais des inégalités périodiques que nous avons énumérées.

En négligeant le carré de AA, nous avons

2A — — = 2^0 — -~-i- 2 (a/i— ~ Mi),

et nous avons trouvé

Oi = -^, U^'~Ç) (iM-Ncosu);

5, est sensiblement égal à l'angle de l'axe de rotation de la Terre avec

l'axe du plus grand moment d'inertie (n° 5). Examinons comment
tourne le plan de cet angle autour de l'axe d'inertie.

On a, pour les composantes de la vitesse de rotation par rapport aux

axes principaux d'inertie,

De la dernière expression on conclut que la vitesse de rotation de la

Terre est à peu près égale à ~, que nous représenterons par ?i; si l'on

prend pour unité de temps le jour sidéral, u est donc égal à 36o degrés.

Dans un jour sidéral, ©,, qui est sensiblement égal à ? diminue

environ de li\J \j ou de t—t- L'angle d»; la projection de l'axe de rota-

lion sur le plan de l'équateur avec l'axe d'inertie A a pour tangente

- ou tang-5 parce que A et B sont très-peu différents; donc, dans l'in-
P -^

tervalle d'un jour sidéral, le plan de l'axe de rotation et de l'axe du

plus grand moment d'inertie décrit autour de ce dernier un angle égal

à ^-77; autrement dit, le rayon mené du pôle de l'axe principal d'inertie

au pôle de l'axe de rotation décrira une révolution entière dans l'in-

tervalle de 3o6 jours.

Comme les périodes des inégalités qui composent 0, ne sont pas

commensurables avec cette période de 3o6 jours, si l'angle 0, peut
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atteindre la valeur d'une seconde, la latitude d'un lieu de la Terre doit

pouvoir varier d'une quantité s'élevant jusqu'à deux secondes dans

l'intervalle de i53 jours. Jusqu'à présent l'observation n'a pu con-

stater la variation de latitude d'un lieu de la Terre. L'expression

ci-dessus de 5J a donc une valeur très-petite, et, par suite, quoique

//o et ^0 aient des valeurs considérables, la quantité 2h„ — -^ ^ "ne

valeur positive excessivement petite, que nous désignerons par /, et

nous aurons

2^ — — =/ -f- 2(A/? — riAk).

Nous avons vu que Ah, Ak ne renferment pas d'inégalités séculaires

et ne contiennent que des inégalités périodiques et à courtes périodes.

Donc la quantité précédente ne subit non plus aucune variation sécu-

laire, et il en est de même de ô-^. Or, d'après les observations, 6, ne

prend pas de valeur sensible dans les intervalles de temps indiqués par

les périodes de Ah, A/.. Donc 0, et
Ô'I

ne subissent ni inégalités sécu-

laires ni inégalités périodiques appréciables.

Il en résulte que p et q ne peuvent prendre que des valeurs insen-

sibles, et, d'après ce qui a été démontré de la quantité A, la quantité /•

ne peut varier aussi d'une quantité appréciable.

li. Cependant le résultat que nous venons d'obtenir n'est pas

encore suffisant poiu' que l'on soit assuré que le temps peut être mesuré

avec exactitude en jours sidéraux; car une différence insensible sur la

grandeur de la vitesse de rotation de la Terre pourrait apporter sur la

mesure d'un temps considérable une différence appréciable. On a pour

la vitesse angulaire «, autour de l'axe instantané de rotation.

et la longueur du jour sidéral est le temps pendant lequel l'intégrale

J'(^ch s'accroît de 2n. Donc — / or/^ est la mesure du temps on jours

sidéraux depuis le temps < = o, et il s'agit do prouver que cette quan-

tité est effectivement proportionnelle à t.
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En négligeant le produit de O'i par—-— ; qui est excessivement petit,

comme on le verra dans le numéro suivant, on a

on a donc

et, en remplaçant r par sa valeur.

k k O — X- ,,

Si l'on néglige les termes périodiques très-petits de A, on peut rem-

k

C
placer ^ par la valeur constante n, et l'on a

f,^dt = nt ^ -^~ JS\dt.

En désignant par P la quantité 2'lh — nAA), qui est entièrement

périodique, on a

Le produit de P par N cosu ne donnerait que des termes périodiques,

et d'ailleurs il est négligeable; donc, en supprimant la partie très-

petite périodique, on a

, , r j. _. " C' — A- M .

(a) f,,dt = nt + ^-^^jf,

quantité proportionnelle à f, comme il fallait le démontrer. La vitesse

movenne de rotation de la Terre est donc égale à

n C — A- M .

CnJ'
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en commetlant une très-petite erreur sur le second terme, qui est lui-

même excessivement petit. En effet, supposons que 5, soit toujours

plus petit qu'une seconde, en sorte que la latitude d'un lieu de la Terre

ne puisse varier de deux secondes, on aura

^][jï (y ^- t-j < 78^.,7êiy*

La quantité P peut être positive, négative ou nulle; donc, l'inégalité

devant avoir lieu pour P = o, on a

M . TZ^

ou
3o6 . TT^

C«=-' ^ ibo' X bo''

on a donc

C«-^ 3o6 X lyo' X tic'

et le second terme de la formule [a] ne variera pas d'une seconde d'arc

dans 170000 ans.

En résumant tout ce qui précède, on obtient les résultats suivants :

L'axe de rotation de la Terre ne pourra jamais s'écarter de l'axe du

plus grand moment d'inertie que d'une quantité insensible, en sorte

que la longitude et la latitude d'un lieu de la Terre ne cbangeront pas

par la suite des temps. La vitesse moyenne de rotation de la Terre est

constante et la longueur du jour sidéral est invariable, si l'on fait

abstraction de petites inégalités périodiques insensibles; enfin celte

longueur peut être employée comme unité pour la mesure du temps.

Détermination d'une limite de la quantité—

• •• /-x I •
1 . (lu du

10. On doit reinarciuer que tous les termes de--» —-•> excepte ciux

qui soûl multipliés par B — A, renferment le facteur très-petit i, ou
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remplacer 5 par 7, et l'on obtient pour l'expression (a)

[
— sin-7 — (i + COS-7) cos2(v —

(J/)] k\Lp'i sin(2ij;| -H u)

— 2ki^Lcos-j pi sin2 (v — 4')cos(2ipi -h v).

Si l'on désigne parm le moyen mouvement du Soleil, on a à peu près,

en regardant p comme constant,

S „ /î=

en faisant aussi js, = p, on aura pour l'expression (1)

+ |m-(B — A)A'v'L[sin-7 + (i + cos*7) cos2(y — ];)] sin(2t|;, + v)

-+- 3 m-(B — A)A-y'Lcos7 sin2(v — à) cos(2d;, + d).

On commettra une erreur que l'on peut négliger ici, en intégrant

par rapport à t cette expression, comme si l'angle (|>, renfermait seul le

temps de t, et, en doublant, on aura pour la partie de 7.{Ah — ?iAk)

qui provient du Soleil,

i (B— A'jksJL [sin-7 + (i + COS-7) cos2(v — ij;)]cos(2;J;, -h u)

(3) '"3^^,

I + -^(B — A)/iv'L'f^os7sin 2 (v — ij>) sin(2tj/, + u).

En regardant p et p' comme constants, désignons par y^ le rapport de

— à -5 qui mesure le rapport des actions perturbatrices du Soleil et de

la Lune et qu'on trouve, d'après la théorie des marées, égal à 2,35. On
aura, ])our la partie de P = 2(A// — 7iàk) qui provient de la Lune, les

termes analogues aux termes (3)

-X(B — A)A-y/Lrsin*7+ (i + cos*7)cos2(v'— tJ/)]cos(2iJ;, +u)

-i
—'— /{h — A)A-v/Lcos7sin2(v' — (|/) sin(2(jj, + u).
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D'après le n° 15, on a

52= _I_(y 4.p)(M -Nco!^:.),

et appioximativement

Aux époques des équinoxes, on a v = >]> ou ^ i| + 7:; aux époques

des syzygies, on a v' = v ou = v + ;r; donc, si l'on se trouve très-près

d'un équinoxe en même temps qu'à une nouvelle ou à une pleine

Lune, P étant la somme des expressions ( 3) et
( 4 J,

on a, pour la valeur

de P, à très-peu près,

3,„i

(1 + /_)(B — A)A-vLcus(2(Jj, + ;;).

On a, à très-peu |)rès (vo?Vn"5),

2 I

donc, si l'on pose

^ ^^ 3o6 C' 3o6 B'

oui' . ,^ , \ M—
(
B — A —=

V
' + /

o B —A I

B-36i?'^'+^^'

et la partie de la formule (j) qui est multipliée par P deviendra

— Xcos(2(i/, + u) ; sa valeur variera de zéro à ±)., dans l'intervalle

d'environ un quart de jour sidéral.

Nous avons posé précédemment

2//-^ = /+ P,

y étant la partie constante et P la partie périodique, qui est esseutielle-

Jourii. (le Math. (3« série), tome 11. — Flvrieu iS;G. 9
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ment différente de zéro, si B est différent de A. Or la quantité P peut

changer de signe, et, comme le premier membre de l'égalité est tou-

jours positif (n° 1), il faut en conclure que / a une valeur très-petite

positive, mais essentiellement différente de zéro, tant que B est supposé

différent de A.

La quantité P reste toujours inférieure à^'; si l'on admet que la lati-

tude d'un lieu de la Terre ne peut varier de 2 secondes dans l'espace

de quelques jours, la partie deô'i provenant de^' est plus petite que le

carré d'une seconde d'arc (n" li); il faut donc eu conclure que l'on

a aussi

/ < i8o'x t)o'

et, par suite,

B - A 7:' 366^

B 3 (I -t- x) iHo'6o'

et, en faisant le calcid,

B—

A

1

B 3197909

B \
On en conclut que le rapport —^ est plus petit que le tiers d'un

millionième, et plus petit aussi que le
, „ ^ „„ de l'aplatissement des

pôles.

Renutiqiies sur la théorie précédente et comparaison de cette tlidorie

avec celle de Poisson.

16. Tout le Mémoire qui précède s'appuie sur la formule du n" 5

d'après laquelle ou est conduit à regarder 5, et, par suite, p, </ comme
de l'orJrede la racine carrée de la fonction perturbatrice. La (jiianliléS,
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6;

ne serait do l'ordre de la fonction perturbatrice qu'autant qu'on ad-

mettrait n priori que —-— est de l'ordre de cette fonctiou.

Une considération très-simple, mais très-importante, de ma théorie

consiste à diviser les fonctions V et V en deux parties (n" 7), l'une

qui est multipliée par C — A, et l'autre qui est multipliée par li — A.

I^a première partie donne dans
5'J

des termes qui sont très-|)etits, parce

qu'ils sont de l'ordre de la fonction perturbatrice multipliée par 5, ou

-r-^; la seconde partie doiuierait dans 5; des termes très-inlluenls, si
ilr ' '

B — A n'était pas très-petit, et ces termes me permettent de démontrer,

eu m'appuyant sur les observations astronomiques, que le rapport

B —

A

est extrêmement petit.
B

Poisson, dans sou Mémoire Sur le mouvement de rotation de la

Terre [Mémoires de l'Académie des Sciences, t. VII, 1827), néglige

les termes de la fonction perturbatrice qui dépendent de l'angle v — 'l

ou v' — ([i, parla raison qu'ils ne peuvent donner des termes à longue

période, et il néglige comme très-petits les termes qui sont multipliés

par les excentricités des deux orbites ou par leurs inclinaisons sur

l'écliptique d'une époque déterminée. Ou peut reconnaître par le u°15

que les termes les plus importants de Q\ sont deux termes multipliés

par C0S2 (v — •^) et sin2 (v — ij>), et ils ne peuvent être rejetés dans la

recherche des inégalités séculaires qu'autant qu'on a remarqué que

ces termes dépendent de l'angle 2^^^-{- v; car, autrement, le produit

décos 2 [v — <i^) parle terme qui dépend du carré de l'excentricité dans

—; OU — donnerait une inégalité séculaire.

A la vérité, ce terme en cos2 (v — <]^) est multiplié par --, qui est

extrêmement petit; mais il fautobserver que l'extrême petitesse decette

quantité a été démontrée pour la première fois dans le Mémoire actuel.

Remarquons encore, à cette occasion, qu'on peut, avec une grande

1 1 *•.' 2C — A — B , ^ ,approximation, remplacer la quantité qu on rencontre dans

la théorie de la précession des équiuoxes par —-

—

> en faisant Br= A,
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B— A . . .... II.
sans que —^— soit extrêmement petit. Ainsi, par exemple, si I on sup-

posait que ——- fût -^ de —-— ? en remplaçant B par A dans l'expres-

sion , on ne commettrait sur cette quantité qu'une erreur

(le j-^ de sa valeur. Néanmoins on avait cru utile jusqu'à présent de

faire dans cette expression la distinction de A et B.
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EXPLICATION

IRREGULARITES OBSERVEES DANS LE MOUVEMENT D'URANUS,

Inondée sur l'hj'pothèse des perturbations causées par une planète ji/u.s

éloignée; comprenant une détermination de la masse, de l'orbite et

de la position du corps perturbant (suite);

Pau m. J.-C. ADAMS, M A
,

Meniljro du collège de Saint-Jean, à Cambridge, Associé étranger de l'Académie des Sciences

de l'Institut de France,

de la Société royale astronomique et de la Société philosophique de Cambridge.

(Extrait de l'Appendice du Nautical Almanac pour l'année i85i

59. Si nous substituons à ^o:,, 07^0 leurs valeurs en termes de o.r,.

§7,, nous trouverons

6,52940V, + 5,4577c?X2= 6,5700 oa'i + 0,049007,

1,25780/, -f- 3,377i(J/o=— o,o3o35x, + 1,28290/,

I i,i297$X| + i4,49i9<^'^2= I ' ,2378 ^js-, + o,i3ooo;-,

5,o833aj, +i4,88245jo = - o,i335§x, + 5,i943o>,.

Donc, si nous ajoutons aux dernières équations

— 1,7106 (.r) — o,o36o7(j),

o,ooi65(j:) — 4»o487 [f) respectivement,

ojr, et ô)-, seront éliminés, et nous obtiendrons les équiitious siii-



y"

vantes

J.-C. ADAMS.

(0

(2)

80,28 = 0,2883/?, — 0,7295^2 — 474559//.,

+ o,oi38/î, -+- 0,0748^% +- 0,1223^-3

-!- o,i479Pi + o,o8i3/J2-^ 0,1997^3

+ o,oo3o^, + 0,001 1 ^2 -1- 0,0343173.

3,34 =— o,oo55/?i — 0,0132^2 — 0,0106^3

+ 0,0212/î, — 0,0939^2 — o,9662X-.,

— 0,0021/;, — 0,001 1 p., — o,oo()3p

.

-I- o,ooG6'jf, + 0,0017^2 + o,o2o3(7:.

.

iO. Les équations de condition fournies par les oljservations an-

ciennes son! les suivantes :

62,6= c?£— 0,8776 5j",+ 0,5402 (?J"2+ 0,7923//, -^0,2554/'..

— 39,31 r^ri — 0,4790 (?;", +o,84i5§^"2-r-'*>6ioiX-| -f 0,9668^-2

— 0,3875^3 — 0,9877/;, — o,6S']op.2 — 0,1009/^3

4-0,9219^:3 +o,i56Gç, —0,7267^2 —Oj9949f/3.

84,5= c?£+o,49750V, —o,jo5o$a-2— 0,0887/;, —059^4^/'^

— 32,3o§n— 0,8675 J'?-, — o,863i ^j-, +0,9961 X-, —0,1767^-2

4-0, 2634^3 —^lOoë^p, —o,3355/?2 -H 0,968 1/73

-o,9647X-3 —0,41789, — 0,942092-0,25069,,

67,2= iÎ£-}-o,67325.r|— 0,09355X2— 0,2243/1, —0,8994 //,.

- 3 1 ,34 5//— 0,7394 or, — o,9956oy2 + t>,9745X-, —0,437 1 k,

+0,6277/73 — 0,8720/;, — 0,281 S/A, +0,9982/^3

— o,7785X-3 — 0,48959, —0,959692 —«1,059193,

— 5i .8= oé — o,26i6ô.r, — o,863i 0.12— 0,9436//,+ 0,7809/72

— i9,59(J«+o,9652 5;-, — o,5o5oô? 2 — <>733io^-, +o,6247/'2

—0,5301/73 — "^oySt/;, +0,3991/72 — 0,680 1/^3

— o,8479Â3 —0,99739, —0,916992 + 0,73319,,
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— 43,2= (?£— o,474 10 J^( — o,55o5c?jro— 0,886 1^1+0,5704 /'>

— i8,58§/2+o,88o5ô>-, — 0,8348 ojo— 0,4634 A:, -f-o,82r3A.,

— o,î24i^^'3 +o,oii5p, +0,4532/;, — 0,8147/?.,

— 0,9922^-3 —<>,9999^1 — o, 891472 +"?5798r/.,.

— 5o, I ^ ^î — o,643o(î,ri — o, 1731 0V2— 0,8 191 h, +0,3420//.

— 17,685/^+ 0,76590;',— 0,9849 ^j'a —0,5736/11 +0,9397/10

+0,2588/^3 +0,0871/;, +o,5ooi/>.j— o,9o()3/;,

— 0,9659^3 — 0,99627, — 0,866070+ 0,4225r/,.

— 37,8:= Se— 0,9492$^?, +0,8021 J'Xa— 0,5743/?, — o,34o4//j

— i5,255«+o,3i45 oj", — o,5972$;-2 — 0,8186/1, +o,94o3Ao

+0,9652/73 +0,2872/7, +o,6i92/Jo — 0,9984/^,

— 0,2613/13 — 0,95797, — 0,785270 — 0,056073,

— 20,5= 9e— 0,99850X1 +0,9942 d^Xo — 0,3671//, — 0,7304 //j

— i3,6oo// — o,o538o> , +o,io745^'2 — o,93o2/i| + o,683oAo

+ o,9o35//3 +o,4i64//i +o,6928/)o— o,925i//3

+0,4286^3 —0,90927, —0,721270— 0,379673,

— 2,4= 5c — o,9633(Jj:-,+o,856or}xo— o,2363//, — o,8883//o

— 12,645//— 0,2684 o;-| +o,5i70c?j., — o,97i7X-, +0,4393 A j

+0,6562//, +0,4882//, +o,7327//o — o,8345//,

+ o,7546/f3 — 0,87277, —0,680670—0,551173.

il. L'équalion qui doit faire connaître /^s peut être formée, comme
ci-dessus, en multipliant respectivement les équations précitées, :!

partir de la seconde, par

— 0,8, —0,6, +1,0 +1,0, +0,9, +0,6, +0,4, +0,3

f't l'équation pour trouver 73, en multipliant les mêmes équations par

1,0, 1,0, 0,5, 0,4, 0,3, 0,2, 0,1, 0,1.
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Ainsi l'on obtient

— 279,64= 2,8ooc — 3, 37425:':^(+o,0265e?X2— 2,9237^,-1-2, 2232//J

— 27,82^,7-1-3,759357-, — 1,09865^2— 3, 8471^", +3,6706/12

-t-o,i28i7/3 -t- 1,7522;;, 4-2,6081^0— 4 »9o33y53

— 1,2295^-3 — 3,4661^1 — 2, 222K/2+ I «5785^3,

83,56= 3,6ot?n-o,27i4c?j:, — 0,95675^-2— i,56o2/?, — 1,3924^2

—91,840^— 0, 5

1

16 8j-, — 2,7976$;o+ Jj0937A|+o,6i 12^%

-1-1,0027/(3 — i,6385pi +o,i8o2/j2-f-o, 6529/73

-2,7879^3 — 2,4746 (/,
— 3,2736(j2-i-o>3i i3^3.

42. Si 1 on élimine as et on au moyen de [s] et (n) des articles 55

et 36, ces équations deviennent

— 361,72 = — 4>i^3i (?j:, +0,61795^:2 — 4î7839Z(| + 2,0969^2

+ 7, 1 533 5j, — 1,5388 (?;-2 — 0,6909;?:, -^ 6,4242X-2

-4- 0,7410^3 — 0,7000/?, — o,oi53p2 — 6,o258/j3

— i,25o8A3 — i,3o68g, — o,636gq<, + 5,o525^3,

— 146,69 = — 0,76860a;, — o, 1963 ^jfj — 3,9519//, — 1,5548^2

+ 1 0,6926 (?/, — 4,25o8 5;-2 +1 1,5 128 A, + 9,701 3 A,

+ 1,7907^3 —4,791 3/), — 3,1927/32— o,7902/>3

— 2,8583^3 -+- 4>6536^, + 1,95951/2 +1 1,779673,

iô. F.ii substituant à âr.^, &}\ leurs valeurs en termes de ox,. 0/,,

on trouve

— 4,i83i ox, + 7,1 533 5/, + o,6i795r2— i,5388e?)

,

= —4,i6475x,+7,i4735j,,

— 0,7686 5x, + 10,692657-, — o,i()63âx.. — 4,250857-2

= —0,73195X1 + 10,6591 5j-,.

Donc, si aux équations que l'on vient de trouver on ajoute respec-

tivement

+ 0,60808 {x) — 5,594a (j)
et

+ 0,07306 (x — 8,3 1 10 [y),
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oXf et o;-, seront éliminés, et nous obtiendrons les équations suivantes .

(3)

(4)

— 47G",8/| = —2,7630/?,+ 0,9793 //.,-f- 4,0473//.,

— 2,8290 /.•, — 5,1777^2— 20,2242 k.,

-1-0,0098/3,+ 0,3785 /jj-- 2,5884/3,1

— 1,7748 <y, — o,8o36 (^2— o,20g3/73,

— 486",o3 =— 3,7091 /?,— 0,9082 li.,-+- 2,2600 //j

+ 8,3364 X-,- 7,5348 X-.- 3 1,0457 A3

— 4,6988/7, - 3,i454/>o— 0,3772/?,

-1-3,95847,+ i,7ii8fy,+ 3,8734 (/,.

11-. Si l'on élimine les membres de gauche des équations (2), (3)

et (4) des n°* 39 et 45, au moyen de l'équation (i), on trouve

0= o, 4200A, — o,4ii4''2— 4)2014^3 -I- 0,1980/?, + o,io09/>2+ 0,4330/?,

—0,4964 A) + 2,33o6A2+ 23,3213^3 — 0,1567 Ç'i
~ 05040992 — o,453i r/j,

0= — i,o5o7 /?, ^- 2,6465^2— 21,8182/?.,+ 0,9482 /j, + o,86i4/>2 — i,4o23/?3

— 2,7471 A, — 4,7334A2— 19,4976^3— 1,75697, — 0,797272 - o,o055 73,

0= — 1,9638/?, — 5,3845 /?2— 24,7155/?,— 3,8o34/J, — 2,6532/32 + o,83 17/33

+8,4199 A, — 7,o8i9A2 — 3o,3o5i A3 + 3,97677, + 1,718372+ 4,081173.

43. Or si l'on pose, comme plus haut, £ — s' = &, s — s; = /3, on

voit que

-7 = —42", 33 sin 0, ~ = 76", 55 sin2 5,

—, = — 42",33cos5, —' = 76",55cos25,

-7 = 7", 25 sin 35 + 0,007460 ^ + 0,008974 —''

-i = 7", 25 cos35 — 0,008074 ~, + 0,007460 —,
"/ ' ' ^ ' m 'tu
'^ = o",20 sin(5 — /S) — 0,074738 f ^ COS25— ^ siy 25 j,

Journ. de Math. (3" série), tome 11. — Mars 1S7C. lO
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—, =z— o",2o cos (5 — ?j) -¥- 0,07/1738 (''^sin25+ '''', ces 2!;

^= 32",ni sin f2 5 — ,'3 1 + o,25q7Gj (
^cos5 ——,sinO''

1'
32",91 cos(25 — ,3) -\- i),2'J9765 f £-)sin5 4- £-' C()s5

j

46. Kn substituant ces expressions dans les équations ci-dessus et

en mettant à la place de p sa valeur 5o° i5',8, on obtient

= — '1,24872) sin 5 +- r,3223i) cos (7 — ''!,48i 10) siii 25 + (2,24265 j cos 2

5

— 1,48373) sin354-(2, 22809) cos35 + (9,26254,) — — (9,50079,—;

+ f 8,44376) l'^îcosS- ^;sin5) - ;8,o263o) ( ^sin5+ ^icos^)

— (8,i7o3f ) ( —, cos 2 5 — ^sinaî
j
— (8,06861) ( —^sin -lO -h ^' cos 2 5 )•

0= (1,65190) sin 5 + (2,o6584) cos5 + f 2,3o22o) sin2 5 — (2,6o3o6) cosa 5

— l'a, 19916) sin35 — (2,i5o32) cos3!/ — (o,i43()5) ,'
— (9,60933)—

î

-T- (0,31081 ; (
^cos5 — -;sin5 )

— ('o,3i6i5) (
^^sinS -h—,cosO]

*>-" '•' ' \ III m ! V '" '"
/

— (8,85o46) ('^;cos25- ^sinaî )
— (9,11828; (^;sin2;+ ^;cos25\,

' \iii III I ^v ' \iii III

o = (1,91407) sinS — (2,55189) cos 5 — (2, (ri 790) sinaî — (a,()/|23o) cos 2

5

— 2,2533i)sin35 - (2,34i85) cos35 4- (9,96344) ~, + (0,56029) £;'

-(9,83835) (:^:cos5 - Jsin 5 j -+- (9,64968 f Zi'sinî 4- ^; cos^j)

+ (9,45371) [J^co.o/j- Jsina^j + (9,47306)
(

£>' sin2 5 + ^^ cos aï ).

où les nombres compris entre parenthèses indiquent les logaritlinies

des coefficicMils correspondants, comme ci -dessus.

47. Ue «es érjualions nous déduisons, i)ar la même méthode
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qirniip,ira\;mt,

6=-46«55', ^; = i38",n2, -^'=---100", 8:1

Donc, puisque s est ég;il à 2 17° 55', la longitude moyenne de la pla-

nète perturbatrice en 1810, SaS est c'= 264° 5o'; le mouvement sidé-

ral, en 36 périodes synodiquesd'Uranus, est égal à 57"42', et la préces-

sion est de3o'; donc la longitude moyenne en 1846, 7G2 (G octobre)

est de 323° 2'.

De plus, les expressions pour--' et -^ sont
' ' "m lit

£-; =: 33", 93 si n ( 3 5 - p ;
- (J3", 4 1 e' si n ( 3 i/ -

f^' ;

.

'
, = 33", 93 cos(35 — |5) — 63", 41 e'cos(35 — p'),

où c — w' ^ |S'.

Si nous comparons ces expressions aux valeurs données plus haut,

nous trouverons que e'=2,4i23, |3'=279°i4'- Donc ^' = 298*^415

et la longitude du périhélie en 184G est 299° 11'.

Enfin, si l'on substitue les valeurs que l'on vient d'obtenir dans

l'équation (1) du n^oO, on trouve m' = 0,75017.

48. Voici donc les valeurs de la masse et des éléments de l'orbite de

la planète perturbatrice, résultant de la seconde hypotfièse relative à

la distance moyenne :

" c r— = OjOIJ.
a

Longitude moyenne de la planète, au 6 octobre 1846 . . . 323° 2'

l.ongitQde du périliélie 299° 1
1'

Excentricité de l'orbite o, 12061

5

liasse (celle du Soleil étant l'unité) o,oooi5oo3

49. Des valeurs de m', 0, — et ---! trouvées plus haut, on déduit
III III

'

immédiatement les valeurs des quantités A, k, p et y, qui correspon-

dent à chaque hypothèse. Ainsi nous trouvons :
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32. Si nous comparons ces résultats aux coirections de longiluiie

moyenne, provenant de l'observation, nous trouverons les différences

suivantes :

observations anciennes.

Années.

1712..

1715..

17.50..

1753..

1756..

1764...

1769..

1771..

Observation — Calcul.

Iiypoth.
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montrent des symptômes de divergence avec les observations; toute-

fois les erreurs de la seconde hypothèse sont moindres que celles de la

première.

Des observations récentes montrent que les erreurs de la théorie ne

lardent pas à devenir très-sensibles, bien que décidément moindres

pour la seconde hypothèse que pour la première. Voici les différences

de longitude moyenne, déduites de la théorie et de l'observation pour
les oppositions de i843, i844 et i845 :

Observation — C.ilrnl.

Années. ir'" hypothèse. 2^ hypothèse.

184.3 + 7", II -!- 5I77

1844. + 8,7g -+- ;,o5

1845 -4-12,40 +10,1

8

Pour les observations des deux dernières années, j'ai fort à me louer

de l'obligeance de l'Astronome royal. Les trois années s'accordent pres-

que pour prouver que les erreurs de la première hypothèse sont à celles

de la seconde dans le rapport de 5 à /j, d'où j'inférai, dans une Lettre à

l'Astronome royal, datée du 2 septembre 1846, que l'hypolhese de

-7 = sinSS" = 0,574 satisferait probablement à toutes les observations,

très-peu de chose près.

'Ô4f. Les résultats que j"ai déduits des observations delà phuiéte faites

par le professeur Challis confirment pleinement l'idée que la dislance

moyenne devrait être considérablement diminuée. Il est natinellement

impossible de préciser, sans un calcul exact, le changement de longi-

tude qui serait produit par une semblable diminution de distance.

En comparant les valeurs de données par les deux hypothèses, ou

verra toutefois que, si nous prenions successivement des valeurs phis

faibles pour la distance moyenne, les valeurs trouvées pour la longi-

tude moyenne en 1810 iraient probablement toujours en diminuant,

tandis que simultanément le mouvement moyen de 1810 à i84()

augmenterait rapidement, de sorte que les valeurs correspondantes

de la longitude moyenne en ce moment arriveraient probablement
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bientôt à un minimum pour recommencer plus tard à croître. Je

pense que c'est là la raison pour laquelle la longitude, trouvée sur la

supposition d'une trop grande valeur pour la distance moyenne, con-

corde d'une manière presque complète avec l'observation. Pour n'avoir

pas accordé suffisamment à raccroissement du mouvement moyen, je

me pressai trop, dans ma Lettre précitée à l'Astronome royal, de con-

clure que l'effet de la diminution de la distance moyenne serait de di-

minuer la longitude moyenne.

oo. J'ai déjà dit que je ne croyais pas devoir employer l'observation de

Flamsteed, en 1690, pour former les équations de condition, parce que

l'intervalle entre elle et toutes les autres est trop grand. La dilférence

entre cette observation et la théorie paraît être considérable et plus

grande pour la seconde hypothèse que pour la première, les erreurs

étant respectivement -+- 44)5 et -f- 5o",o. Ces erreurs s'accroîtraient

probablement, si l'on diminuait la distance moyenne. Il serait à désirer

que l'on examinât les manuscrits de Flamsteed relativement à ce point.

36. Les corrections du rayon vecteur tabulaire d'Uranus peuvent

aisément se déduire de celles de la longitude moyenne, à l'aide de la

formule suivante :

or I dr ^ I il ^ I 3a I coe i , „ el,\.— ^ - — oC -0,-1-7 — p m a- -—-
r r (il - III lit - 4 rt 3 1 — v' (la

ni' .. ,, . ,
, ,,

-1 ICjCOS? (/// — llt-^l — £
)

+ ni e 1 l),cos ['"(«/ — ii t -1- s'— i )
— ni — i -^ tû

\

-)-m'c'2E,cos [/('/< — 11! l -V- z— z) — //.' — £ -1- st'J,

où 'ÏÇ indique l'entière correction de la longitude moyenne au temps t,

r ,h

c, =

Ir . , N 3<

2

1
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/prenaiil toutes les valeurs intégrales positives et négatives, non com-
pris zéro.

57. En substituant dans cette formule les valeurs de m', da, âe,...

déjà obtenues et en mettant « = 19,191, on trouve les résultats sui-

vants, correspondant aux deux valeurs adoptées de la distance

moyenne :

Première hypothèse.

a ^ a dr ^ a r/oÇ _
-0/=; —, Oi. — o.oooooq
' r <lz - ?. ndt ' ^

+ 0,000069C0S [m — 11' t + E ~ l'

)

-+- 0,000269 cos ^ {"^ — n' t ^ i — s')

-!- 0,000 T 09 cos ^> lit — n' t -\- z — z"i

-I- 0,0000 16 cos (nV -f-
s' — ct)

— o,oooi68cos {?it — 2n't-i-i — 11'+ zs)

-+- 0,000078 cos ylU — 111' t -f i — 'Il -\- zj')

— 0,000049 cos ' 'fit — in' t -4- 2£ — 3a' + d)

-f- OjOooaogcos [ijit — "^n' t -\- ae — 3c' -h rs')

Seconde hypothèse.

n ^ ti dr ^ Il dSt, , ,

- 0/'=: -OC — 0,000144
/ dg - a ndt ^

-+- 0,0000^3 cos [/it — n't + = — s')

-i- 0,000266 cos 2 [iU — n t -k- i — s')

+ 0,0001 15 cos 3 (//i — //;-+-£ — s')

+ 0,000016 cos (n'i-hi' — zô)

— 0,000188 cos (lit — 2«'^ + £ — 2a'+ ro)

+ 0,000068 cos [nt — 2/// + £ — 2£'-H 37')

— o,oooo53cos [int — 3/// + 2c — 3£'+ w
)

-t- o,oooi65 cos {j.nt — 'in'l + 2£— 3î'-+- s?'),

58. Voici les valeuis de 5^ et —— pour quelques-unes des dernières
r/JÇ

'di

années.

J.jur,,. de Mark. (3f série), loine II. - Mars 1S76.
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Première hypothèse.

Années. o? ~^

1834 — ai", 19 — 20,93

1840 - 74,82 - 32,34

1846 - i48,65 - 39,94

Seconde hypothèse.

1834 — 2i",4G — 2o'^85

1840 — 74,4" -3 1,62

1846 -145,91 -38,3o

De là, au moyen des f'onmiles ci-dessus, nous trouvons comme cor

rections du rayon vecteur tabulaire :

Années. Première hypothèse. Seconde hypothèse.

1834 -+- o,oo5o5 -I- 0,00492

1840 + 0,00722 + 0,00696

1846 + 0,00868 + 0,00825

.'>9. La partie de beaucoup la plus importante de ces corrections

se rapporte au terme /•-—?, et peut par conséquent être inuiiédiate-

menl déduite d'une comparaison entre le mouvement angulaire d'IJra-

nus dû à l'observation et celui qui est donné par les Tables. Effective-

ment, les corrections données par ce terme seul, pour les é|)oques

mentionnées ci-dessus, sont

Années. Première hypothèse. Seconde hypothèse.

1834 + 0,00447 H- 0,00445

1840 -h 0,00694 +- 0,00678

1846 + o,oo853 -t- 0,00818
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lesquelles, comme nous le voyons, différent très-peu des valeurs com-
plètes que nous venons de trouver. La correction pour i834 s'accorde

presque entièrement avec celle que M. Airy a déduite de l'observation

dans les Astronomische Nachiichten. Lts corrections pour les années

suivantes sont un peu plus fortes que celles qui sont données [jar les

observations de Greenwich, les résultats fie la seconde hypothèse

étant, comme dans le cas de la longitude, plus rapprochés de la vérité

que ceux de la première.

60. J'ai fait quelques tentatives, en discutant les observations de

latitude, pour trouver des valeurs approximatives de la longitude du
nœud et de l'inclinaison de l'orbite de la planète perturbatrice; mais

les résult;its n'eu ont pas été satisfaisants. Les perturbations de la lati-

tude sont, en effet, ires-faibles, et, durant la période comparative-

ment courte des trois quarts d'une révolution, elles se confondent

presque avec les effets d'un changement constant dans l'inclinaison et

la position du nœud d'Uranus, de sorte que de très-faibles erreurs

dans les observations peuvent entièrement vicier le résultat.

61. Les perturbations de Saturne produites nar la nouvelle planète,

quoique faibles, seront encore sensibles, et il y atuait de l'intérêt à

rechercher si, en en tenant compte, les valeurs des masses de Jupiter

et d'Uranus, trouvées par leur action sur Saturne, seraient plus con-

formes avec celles qui ont été déterminées par d'autres moyens qu'elles

ne semblent l'être pour le moment. La réduction des observations

planétaires de Greenwich rend tuie pareille recherche comparati-

vement facile, et il faut espérer que les astronomes anglais ne seront

pas les derniers à utiliser les trésors d'observation ainsi ouverts au

monde.

APPENDICE.

Bessel a inséré au n" 48 des Aitronomische Nnchrichten, t. II, p. 44 '

,

une Lettre qui est accompagnée d'une note explicative se rapportant à

ses Tables d'Uranus et émanant de Bouvard lui-même.

Il résulte évidemment des remarques I, 11, III île M. Le Verrier,

aux pages 92-94 de son Mémoire sur les perturbations d'Uranus,
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qu'il n'avait pas connaissance de ces Lettres de Bessel et Bouvard :

car elles auraient tait disparaître la plupart des doutes qu'il y exprime

relativement aux Tables de ce dernier. Il aurait vu, par exemple, que

la correction 2 5e, qu'il suppose pouvoir s'élever à 100 secondps sexa-

gésimales, n'était réellement que d'environ 10 secondes centésimales.

Au haut de la page 90 de son iMémoire, JNI. Le Verrier remarque, avec

beaucoup de justesse, qu'une erreur dans l'inégalité d'une longue pé-

riode n'a pas d'importance pour l'objet eu vue; mais il aurait dû aussi

remaruuer qu'une erreur dans une inégalité, dont la période était

presque égale à celle d'Uranus, serait pareillement presque insigni-

fiante, puisque l'effet de cette erreur, durant le temps pendant lequel

Uranus a été observé, serait, à peu de chose près, représenté par une

correction constante appliquée à l'excentricité et à la longitude du pé-

rihélie, comme je l'ai dit à la fin du n° 7 de mon .Mémoire.

J'attache une très-grande importance à la remarque faite an n" 9,

relativement à l'avantage d'emplojer la correction de la longitude

moyetiue au lieu de celle de la longitude vraie. jNL Hansen a forte-

ment insisté sur ce point dans sa Théorie de la Lune et dans ses autres

ouvrages.

Par suite de cela, les termes qui sont nécessairement omis dans une

première approximation sont plus faibles que si l'on uvait employé

les perturbations de la longitude vraie.

Je vais maintenant faire un petit riombre de remarques, en réponse

aux objections de iNL le professeur Pierce, contre la légitimité du pro-

cédé suivi, tant par M. Le Verrier que par moi-même, pour la solution

de notre problème. Le professetu' Pierce prétend que la période de

notre i)lanète hypothétique diffère si considérablement de celle de

Neptune, que l'on pourrait indiquer quelques |)éi'iodes intermédiaires,

lesquelles seraient exactement comme nsurables avec la période d'Ura-

nus, et qu'il y aurait une solution de continuité dans les pertiuba-

tions d'Uranus. causée par deux planètes hypothétiques, dont 1 une

aurait une plus grande période et l'autre une période plus petite que

la période conunensurable dont il vient d'être question. De plus, la

période de Neptune lui-même est, à très-peu de chose près, double

de celle d'Uranus, et celte circonstance donne naissance à des pertur-

bations réciproques très-considérables, d'un caractère tout à fait dif-
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férent de celles qui seraient causées par nos planètes hvpothéticpies.

Peu de mots, à mon avis, suffiront pour aplanir celte difficulté. Il

est vrai que, si nous voulions représenter les perturbations d'Uranus

causées |3ar une planète supérieure, pendant deux ou plusieurs pé-

riodes synodiques, cela ne pourrait se faire qu'en adoptant une période

approximativement vraie pour la planète [lertnrbatrice; mais le cas

est différent lorsque, comme ici, nous n'avons à représenter que les

perlnrhalions produites din'aiU une fraction d'une période syno-

dique.

Dans ce cas, si nous pr* nions pour quantités inconnues, non les cor-

rections applicables aux éléments moyens de l'orbite d'Uranus, mai?

celles qui seraient a|)plicables aux éléments adoptf's potu' l'époque de

1810, par exemple, alors toutes les considérations relatives à une

commensurabilité approximative dans les deux périodes, deviendraient

étrangères à la question, et les perturbations pour l'intervalle limité

requis pourraient être représentées approximativement, pourvu que

les forces perturbatrices de la planète réelle et de la planète présumée

fussent apj)roximativement les mêmes en grandeur et en direction, du-

rant le temps où ces forces perturbatrices agiraient avec la plus grande

intensité, c'est-à-dire lorsque les planètes ne seraient pas fort éloignées

de leur conjonction. Sir John Herschel a montré dans ses Outlines of

Astronomj que ces conditions sont remplies d'une manière satisfai-

sante par les planètes hypothétiques de M. Le Verrier et île moi-

même, quand leur action est comparée à celle de Neptune.

On ne devait attacher aucune valeur à la forte excentricité ni à la

longitude de l'apside de l'orbite de la planète présumée, si ce n'est en

tant qu'elles fournissaient les moyens d'approcher de plus près de la

distance actuelle et du mouvement angulaire du corps perturbateur,

dans l'intervalle où l'action perturbatrice se faisait le plus sentir.

Ainsi donc, de la circonstance que le périhélie de la planète présu-

mée sortit du premier calcul, non loin de la ligne de conjonction, on

aurait pu raisonnablement conclure, ce qu'a donné en effet le second

calcul
,
que l'hypothèse d'une plus faible valeur de la distance moyenne

conduirait à une valeur plus faible de l'excentricité.

On fera bien aussi de remarquer que les grands changements dans

les valeurs de oe et et^sr, qui se trouvent, dans le n° 50, résultant
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de la transition de ma première à ma seconde hypothèse, sont

des changements dans les valeurs des éléments moyens de l'orbile

d'Uranus, lesquels sont grandement allectés par l'inégalité de la

longitude moyenne avec les coefficients /?3 et ç,, dont la période

ne diffère pas beaucoup de celle d'Uranus, particulièrement pour

le cas de la première hypothèse. On verra que âjc, +^3 et i^j, + c/3

varient bien moins en passant d'une hy[)Othcse à l'autre que àx^

et âif. Nous avons donc :

Première hypothèse. Seconde hypothèse.

§X, + /J3 = 94,21 _
§.r, +/J3 = lo5,C)8

£?>"< + <73 = 50,75 cJy, -1-73 = 4ii59

Et les corrections des éléments adoptés, à l'époque de 1810, seront

approximativement déduites de ces quantités, absolument comme
âe et eoV ont été formés de âjc, et (?j%.

L'observation de Flarasteed, en 1690, remonte à une époque trop

éloignée pour qu'elle puisse être bien représentée par les formules

dont les résultats s'accordent assez bien avec ceux des observations

plus récentes.

Ma seconde hypothèse a donné une erreur plus forte que la pre-

mière. C'est donc probablement pour avoir eu trop de confiance dans

la possibilité d'appliquer ses formules à cette observation ancienne,

que M. Le Verrier s'est trouvé amené à fixer luie limite infériciu'e à la

distance moyenne de sa planète perturbatrice, laquelle ne concorde pas

avec la distance moyenne de Neptune, telle qu'elle a été observée.

J.-C. Adams

Cambridge, le '] septembre iS^S.
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Sur une série de courbes analogues aux développées ;

Pak m. HALPHEN.

L'étude des fonctions abéliennes et des tiiéories géométriques qui s'v

rattachent a fait accorder une attention particulière aux transforma-

tions uniformes. On entend par là les transformations qui changent une

courbe algébrique en une autre lui covve^'ionàdintpoint par point. 1! en

est qui jouissent d'une propriété spéciale et importante : elles condui-

sent d'une courbe ayant des singularités quelconques à une trans-

formée qui ne possède que des singularités ordinaires (*). L'objet de c
Mémoire est l'étude d'une transformation uniforme particulière, de di-

finition géométrique, jouissant de cette propriété.

Soit S une courbe plane et algébrique qu'il s'agit de transformer. Je

prends une conique arbitraire, dans le même plan. Je considère un

point (le S, la tangente en ce point, et enfin la |)olaire du même point

relativement à la conique. L'intersection de cette tangente et de celte

jDolaire engendre une courbe S', qui est usie iransfornice de S et lui

correspond point par point. Par la même construction, on déduit de S'

une nouvelle transformée S", et ainsi de suite. Une courbe quelcon-

que S' de cette série correspond point par point à la courbe initiale S.

Je prouverai dans ce Mémoire que, quelle que soit la courbe S, il

existe toujours un nombre fini et déterminé, tel que toutes les trans-

formées S', de rang supérieur à ce nombre, ne possèdent que des sin-

gularités ordinaires. Ainsi la transformation géométrique très-simple,

par laquelle on passe de S à S% répétée un nombre fini de fois, consti-

tue une transformation uniforme jouissant de la propriété demandée.

La courbe S' a déjà été considérée à d'autres points de vue, notam-

(*) f'oir, à ce sujet, deux Notes : l'une de M. Nother {Gcett. Nachr., 187 1),

l'autre de l'Auteur du présent .Alémoire [Comptes rendus, t. LXXX, p. 638).



88 HALPHEN.

ment par jM. Laguerre. Au lieu de la figure formée par S el S', que l'on

envisage une figure corrélative I, 1' . La courbe 2' comprend, comme

cas particulier, la développée de 1. Par là, l'élude des courbes S' se

rattache à celle des développées successives d'une même courbe. J'ai

eu déjà, dans un Mémoire sur les points sijiguliers (*), l'occasion de

m'occuper de ces développées, et j'ai obtenu le théorème suivant : ./

partir d'un certain rang, les degrés et les classes des dé\'eloppées suc-

cessii'es d'une courbe algébrique plane quelconque forment deux pro-

gressions arithmétiques de même raison. On verra, dans le Mémoire

actuel, (]ue les courbes S' jouissent de propriétés analogues.

Ce travail se rattache encore au Mémoire précité, en ce que je m'y

appuie sur plusieurs propriétés des points singuliers. Dans le § i. je

rappelle ces propriétés, et je donne quelques formules nécessaires

pour la suite. Ces formules sont utiles dans un grand nombre de ques-

tions analogues.

Dans le § II, j'étudie les points singuliers des courbes S', el je par-

viens au théorème principal, consistant en ce que ces combes n'ont

que des singularités ordinaires, pourvu que leur indice soit supérieur

à une certaine limite.

Dans le § III, je détermine les degrés et les classes des courbes S' :

j'obtiens incidemment plusieurs résultats déjà connus, entre autres

la formule qui donne explicitement le genre d'une courbe quel-

conque (**j. Je trouve enfin une loi uniforme à laquelle les degrés

et les classes des courbes S' obéissent toujours, quelle que soit la

courbe initiale, pourvu que l'indice / soit supérieur à la limite ci-

dessus.

Enfin, dans le § IV, j'étudie les modifications que subissent les

résultats précétients dans un cas |)articulier. J'en déduis, en le [)ré-

cisant el le complétant, le théorème rappelé plus haut, et qui concerne

les développées.

{*) Ce Mémoire sera inséré au Rpciicil des Savants étrangers (Voir Comptes ren-

dus, l. LXXX, j). 97 ).

[**)Vo\T Comptes rendus, t. l.XXYIII, p. i833.
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i. Les considérations qui vont suivre ont pour point de ilcpart mu
proposition relative aux fonctions algébriques, que l'on peut énoncer

ainsi :

Soitj uneJonction algébrique de x, et dont n valeurs s'évanouissent

avec X : 1° pour une valeur infiniment petite de oc, n valeurs de j
sont injiniment petites ; 2" ces n valeurs de j se répartissent en groupes

tels que, si Q est le nombre de ces valeurs contenues dans un quel-

cnoque de ces groupes, ces Q valeurs de j forment une seule et

±
mêmefonction uniforme de x^ {").

Ainsi s'introduit au sujet, soit des valeurs critiques des fonctions,

soit des points singuliers des courbes algébriques, la considération de

fonctions uniformes d'une puissance fractionnaire de la variable. C'est

sur de telles fonctions que j'ai à donner ici quelques détails, en admet-

tant comme connue la proposition ci-dessus.

t

Soit donc j-une fonction uniforme de x'^ , s'évanouissant avec x.

Pour de petites valeurs de .r, j^ est développable en série suivant les

X
puissancesentières et positives de x^ , c'est-à-dire suivant des puissances

ascendantes et fractionnaires de x. Soi! - l'exposant de .r dans le pre-

mier terme de la série, cet exposant étant réduit à sa plus simple ex-

pression : p e{ q sont deux entiers positifs, premiers entre eux, et qm
peuvent être égaux à l'unité. En outre, q est un diviseur de Q. Je con-

sidère maintenant parmi les exposants suivants le premier de ceux

qui, réduits à leur plus simple expression, n'aient pas pour dénomina-

teurs q ou des diviseurs de q. Soit m, cet exposant
;
je le mets sous la

forme

'/ 't1>

PniSEUx, Mémoire sur les fonctions algébriques. (Journiil de Mntlii'mcitiqttcs

.rcs et appliquées, i'" série, I. XV.)

Joiirn. de Math. (3' série), lome 11. — Mars 187C1.
'^
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OÙ/;, et 9, sont des entiers positifs, |3remiers entre eux, et dont le se-

cond ne peut être l'unité. En oiUre qq, est un diviseur de Q, car qq, est

le plus petit dénominateur commun à - et m,. Je considère ensuite,

parmi les exposants suivants, le premier de ceux qui, réduits à leur

plus simple expression, n'aient pas pour dénominateurs qq, ou des

diviseurs de qq,. Soit in^ cet exposant; je le mets sous la forme

où p^ et qn sont des entiers positifs, premiers entre eux, et dont ie se-

cond ne peut être l'unité. En outre, qq,q2 est un diviseur de Q. En

poursuivant de la sorte, je distingue une suite d'exposants de la

(orme

oùpk et qi, sont deux entiers positifs, premiers entre eus, le second ne

pouvant être l'unité; et, en outre, qq, f/o. . .q,, est toujours un diviseur

de Q. Pour cette raison, le nombre de ces exposants est limité. Soit

m^ le dernier d'entre eux. Les exposants de tous les termes suivants

ont pour dénominateurs des diviseurs de qq,q-2 qs^= Q'- Ainsi la

série considérée est une fonction uniforme de x*^ . On peut donc sup-

poser Q = Q'. Les exposants rn,, jWj,..., m^ jouent, dans beaucoup de

questions, un rôle prépondérant. Souvent même ce sont les seuls élé-

ments que l'on ait besoin de connaître relativement à la fonction /.

Pour cette raison, j'emploie la notation suivante, qui m'a paru d'un

usage commode. Par la relation

L'/ 'h 'I- <ls\

j'indique que les exposants caractéristiques m,, in^,..., nij, du déve-

loppement de jr suivant les puissances croissantes de x, sont formés

au moyen des deux séries de nombres p, j>,,... <t q, </,,.. , d'après

la règle

///,. =
'/ '/'/, f'/,'/: "/'/.'/»•
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Outre les exposants caractéristiques, on a parfois besoin de con-

sidérer aussi les coefficients correspondants. J'indique alors ces coef-

ficients caractéristiques en écrivant

(2) /=
['(«)f' f«-)f;' («Og.'-' (^.)^^|(-^-);

cette notation signifie que le terme d'exposant m,f est a^x'"^

.

Si deux fonctions j" et z de la variable x sont représentées par deux

développements dont les exposants caractéristiques soient respective-

ment les mêmes, ainsi que les coefficients correspondants, je l'exprime

abréviativement en écrivant j^z.

2. Voici quelques formules relatives au calcul de l'algorithme (2),

et dont il sera fait usage dans le cours de ce Mémoire. Je les donne

sans démonstration ; le lecteur y suppléera sans difficulté. Ces formules

sont relatives, les unes à une seule fonction, les autres à deux fonc-

tions d'une même variable. Plusieurs d'entre elles sont susceptibles

de généralisation ; il est entendu que je ne les donne ici que posir les

cas dont j'ai besoin actuellement.

Soit y, représenté par la formule (2); on en déduit

1 Y'" = x'" "^A{a"^)^-.{ma"'-'a,)'^

[h) \

- '

avec les relations suivantes entre les coefficients a,... et ^,

(7) ^"^"=1, '^; = «- (^•=:.,2,...,.;,
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formule où l'on a posé

(8) R,^^ + J^ ^...+ ^J±-.

Les formules suivantes sont relatives à deux fonctions, j et z. l-a

fonction y est toujours re|)résentée par la formule ! 2); la fonction s

est représentée par

(9) s =
I
[y.) -, (a,) -, (y.o)-,---. (î:J- \[x).

Il s'agit de mettre sons une forme analogue la somme, le produit et

le quotient des deux fonctions: je ne considère ici que des cas par-

ticuliers :

i" Si l'on a

->p, ~,>p,, n.,>p.,, ..., Tz,>p,,

il en résulte

(10' ) 4- Z'=^J'-

2" Si l'on a

-=^, «,=/;,, T:., =
f>. -, = /'.-

il en résulte

(11) 7---i--, = (rt-i- aj^, ia,-hc(,) -, (a. -h a.)'-,- -. (rt, 4-aj- IfaM,

sous la condition

^A + ^* <o, (A = o, 1 , 2, . . . , s).

i" Si l'on a

"!>/>!, J^ilpt, Tt3>p3, ..., n, -:/;,,

il en résulte

(i3) aa:»--3=^-.
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4° Si l'on a

^,= t^,, ^2 = P-2 1 ^S = /'.1 ^s= Ps^

il en résulle

\ X- ~' rz.= \(aa) -^ ((x,a. + av.) -,

(.4)
' ' \

f
(anC(-\-(i„a) —. , (a,rx -h- na,) —

\
{.r ;,

sous la condilioii

a/,a -h ny./^ ^a, (^k =^ i , 2 , . .
.

, .v )

.

On a, en outre, pour le quotient des deux fonctions,

(.5)
'

' L '/ 7.

I
(/'/ja — rta,) — ? • • • 1

: rt^a — riaj) —

sons la condition

<7j« — na/,>^o, [k=^ i,2,...,of).

Les formules suivantes se rapportent au prolilème de l'élimmation

de X entre les équations (2) et (9), de manière à obtenir une relation

entre ^ et z. Je ne considère que des cas particuliers.

1° Si l'on a

ri:, <!>,> r:^ <[)..,, . .., UsS p,

i! en résulte

z = [[.a

If^— - -\ + 1--
. . .

-J-
, ( X- = ! , 2 .

P PI' P'h'h P'h'h -'Ik
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1° Le cas où l'on a

r^,>p,, -0IP2. •- -,>p_s

se traitera aisément par l'emploi de la formule (16), en intervertissant

les deux variables y et z.

3° Si l'on a

-,=p,. -, = /^o, ..., ~,=p,.

il en résulte

(17) .= [(a.-^);;,(A.)^,(A,)^,...,(A.)^](j,

formule dans laquelle on a posé

(18) Af,= —- {paa^— nc.nk), (A" = i, 2,..., j .

L'exactitude de la formule (17) est d'ailleurs subordonn<^e à la con-

dition

paff.t, — Tîartj^o.

Enfin, si l'on considère une autre fonction u, qui ne diffère de j
que par une fonction uniforme de x, commençant par un terme du

premier degré

n = j — c.T -+-...,

et que l'on ait

T^i'èp,, r.^ip^_, ..., îT,</>„

il en résulte

'•9) ~=^[V-'<^' '')\ ('^''-~'''^' («2C-'')^V--' (a,c-''j^*J («)•

5. Au point de vue algébrique, quand on considère la fonction /
de la variable JT comme une racine d'une équation algébrique dont les

coefficients sont rationnels en a:, un développement, tel que celui qui

est représenté par la relation (2), s'applique à un groupe de racines.

Un tel groupe est désigné habituellement sous le nom de système cir-

culaire.



SUR UNE SÉRIE DE COURBES ANALOGUES AUX DÉVELOPPÉES. (j'j

Au point de vue géométrique, quand on considère x et j comme
les coordonnées rectilignes d'un point d'une courbe, un développe-

ment, tel que celui qu'on vient d'envisager, s'applique à un groupe de

branches de la courbe. Si le premier exposant - est supérieur à l'unité,

ces branches ont pour tangente commune, à l'origine, la droitej>*= o,

et ont toutes avec cette droite des contacts d'ordre ^ Le nombre

de ces branches est 97i72---^s= Q- Ce groupe de branches peut être

appelé, comme je l'ai déjà fait en d'autres occasions, système circu-

laire de branches. Le nombre Q est Vordre de multiplicité de ce sys-

tème circulaire. On peut aussi, comme le fait M. Cayley, employer le

nom de branche superlinéaire, en remplaçant cette désignation par

celle de branche linéaire |iOiir le cas où Q est l'unité. Le point aux

environs duquel le développement (2) est applicable, et qui est ici

l'origine des coordonnées, sera dit Vorigine du système circulaire. On
démontre aisément que les nombres caractéristiques de (2) restent les

mêmes si l'on change l'axe des j. Ils seront dits les nombres caracté-

ristiques du système circulaire de branches.

Si le premier exposant - est inférieur à l'unité, l'équation

'20) r=i -' -'••' -if-r)

représente des branches dont la tangente est l'axe des x . J'applique

la formule (6), et j'ai

(21) x^\l,'^
'

\J' 'h
I

L'équation (20), donnant lieu à (21), où - est supérieur à l'unité,

représente elle-même un système circulaire de pq,(i2- -'Js
branches,

dont les nombres caractéristiques sont -> —>: —

•

Enfin il reste à examiner le cas où - est égal à l'unité, c'est-à-dire

p := (j = 1 . Soit a le coefficient du premier terme du développ'e-

ment (20), et changeons de variable en posant

) — ax =^ y'.
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Le développement de j' suivant les puissances ascendantes de x

commence par un terme de degré supérieur à l'unité. Pour connaitre

ce terme, il faudrait connaître dans (20) le second terme effectif.

D'une manière générale, on voit qu'il peut se présenter deux cas :

i" au second terme du développement (20), l'exposant de x est entier.

Soit n -^ i cet entier; on aura alors, pour le développement de 7', la

fornic

Tl est clair d'ailleurs que l'entier ti est nécessairement inférieur à -
*

</.

par suite, ce cas ne peut se présenter si — est inférieur à l'unité.

2" Au second terme du développement (20), l'exposant de .r est

fractionnaire. Cet exposant est alors i H ^5 et l'on a

(.3) r'^\>l^±±, 'X.... '^'\[KX).

Les équations (22) et (aS) représentent toutes deux des systèmes

circulaires de branches, dont l'ordre de multiplicité est le même, à

savoir Q = <l,q2-- • (js-

§ IL

4. Soient S = o et C = o les équations d'une courbe S et d'une

conique C. Soit m un point de S. On considère la polaire de m relati-

vement à C, et l'intersection m, de cette polaire et de la tangente à S

en m. Le point m, engendre une transformée S'" de S, dont l'étude fait

l'objet de ce Mémoiie.

Je cherche les expressions des coordonnées du point ni,. J'emploie

des coordonnées homogènes a.\ j^, z, les minuscules désignant les

coordonnées de m, et les majuscules, les coordonnées courantes. En

figurant les dérivées partielles par des indices, suivant l'usage, j'ai,
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pour les équHtions de In polaire de m et de la tangente en m à S

xc, + YC,+ z(:3=!).

XS,-f- YS, -f ZS3 r=o,

en sorte que les coordonnées de /«,, intersection de ces deux droites,

sont proportionnelles aux déterminants du tableau

(0

A cause de

S, S.2 83 !

S,.r + S2 / H- S:, 2 = 0,

S,dr-^S.dj + S,fh = o,

S,,S2, S3 sont proportionnels aux déterminants du tableau

'/;- (/z

En observant, en outre, que l'on a

C,X-¥- C2J + C3S =2C,

('., djx: -+- C, (i)-h C3 (fz = c/C,

on peut transformer les déterminants (i) comme il suit. On a

I
rfC 2C

I
c, c,

s, s,

C, C,

S, s.

= X
r/z

où X désigne le rapport commun de 81,82,83 aux déterminants (i).

Je dis qu'il résulte de là, pour les coordonnées de /«,,

(3)

dC — aC/.r

~Tc '

,/C — iC,h-

Tic
'

'IC — o.Cfiz

En effet, d'après (2), ces coordonnées sont proportionnelles au.\

Journ. de Math. (3« série), tomje 11. — .Mars 187G. I J
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seconds membres de (3). Pour qu'elles leur soient égales, il suffit donc

que ces seconds membres satisfassent à la relation linéaire qui lie les

coordonnées homogènes x, j, z : c'est ce qu'il est très-aisé de vérifier.

Je transforme les numérateurs des seconds membres de (3) en pre-

nant pour variable indépendante -> que je désigne par ç, et, en même

temps, - par /;. Posant
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mules (6), on calculera, suivant les formules données plus haut

(§ I, n''2), et au moyen tlu dévelop|>ement de r;, les termes caracté-

ristiques des développements de - et -> suivant les puissances de 2;
' ' a. a.

'

puis, au moyen de l'une de ces formules, on en déduira les termes

caractéristiques du développement cherché.

Dans les cas où le triangle de référence, assujetti aux prenueres con-

ditions, ne peut être conjugué relativement à C, je le déterminerai de

telle sorte que les calculs soient analogues. Je vais d'ahord traiter le

cas précédent.

5. Le triangle de référence étant conjugué relativement à la co-

nique C, les coefficients Z>, h', è"sont nuls. Les formules (6) se rédui-

sent à

'.——IL -^11 t.- Cl

1 Y = ^/2 -4- d' rcf\ .

Soit maintenant l'équation du système circulaire considéré

Pour calculer les termes caractéristiques des développements de

a, p, y, suivant les puissances ascendantes de £, on aura à appliquer

quelques-unes des formules du n° 2. On en déduira les développe-

ments des rapports de p et 7 à a, et l'on obtiendra les résultats sui-

vants :

^^' a \ q y, ry, 7,/

(.0)
z=_«,. + s'(/iz:i/,/_^,/±....,/^)(5).

Dans les formules (8), (9) et (10) je n'ai fait figurer que les nombres

caractéristiques, en omettant les coefficients. On remarquera en effet,

en effectuant les calculs, que, dans le cas actuel, il est inutile de consi-

dérer ces coefficients. La même circonstance a lieu dans l'opération

i3..
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qui reste à faire. On a, en dernier lieu, à déduire de (9) et (10) le

développement de - suivant les puissances ascendantes de -, ou, du

moins, les nombres caractéristiques de ce développement. Pour le

faire, on n'a qu'à appliquer la formule (19) du n° 2, et l'on obtient

^ ' -' ^ 'i <h 'h 'h \'-'-

!

Cette dernière formule permet d'étudier le système circulaire de

branches (S') correspondant au système circulaire (S), représenté par

la formule (8). Je veux, de cette formule, tirer des conséquences non-

seulement |)our la courbe S', mais encore pour les transformées succes-

sives S", S',..., que l'on obtient en appliquant successivement la même
transformation à S% S% .... Je désignerai par (S-,) (S'), ... les systèmes

circulaires qui correspondent à (S), et qui sont sur ces courbes.

On passe de la formule (8) à la formule (1 1) en supposant que (S)

n'a ni son origine ni sa tangente en commun avec la conique C de

transformation. Je supposerai que la même condition soit remplie con-

stamment pour (S'), (S-\ ..., me réservant d'examiner plus loin le cas

opposé. J'ai donc à appliquer plusieurs fois de suite le résultat contenu

dans la formule (i i).

Conformément aux résultats du n" 5 (§ 1), les nombres caractéris-

tiques du système circulaire (S'), représenté par (i i), sont

1" Si

"'

<l
' . ' .

7.

2" ."^i

','>
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Je suppose, en premier lieu, 7 = « et /j > 2. Alors le tableau des

nombres caractéristiques de (S' ) ne diffère de celui de f S) qu'en ce que

le premier de ces nombres est { p — i) au lieu de /;. En poursuivant,

on parvient, pour (S"'~°*), au tableau

Je vais montrer qu'on obtient un résultat analogue, si q diffère iW

l'unité. Pour fixer les idées, je suppose/; > 27. Le tableau des nombres

caractéristiques de (S') ne diffère de celui de (S) que par le premier

nombre qui, de -< devient -• Soit t l'eniier contenu dans -; en

poursuivant, on parvient, pour (S"~"), au tableau

p— {t —i](/ p^^ /^^ p,

n '7'' 72' ' 7.

Le premier nombre caractéristique est ici inférieur à 2 ; donc, comme
on l'a vu plus baut, le tableau des nombres caractéristiques de (S') est

'7 7» 73 7.

En répétant le même raisonnemeni, je forme une nouvelle suite ana-

logue. J'observe maintenant que l'on a

Soit donc

7
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le tableau des nombres caractéristiques suivants :

Enfin, soit le développement de - en fraction continue ordinairt
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se présente pour (S^~"j, quand - est différent de 2. Quand - est égal

à 2, il se présente pour (S); mais je puis encore employer la nota-

tion (S'^""), puisque alors T est aussi égal à 2, et que, par suite, l'in-

dice (T — 2) est égal à zéro.

Soit donc (i3) le tableau des nombres caractéristiques de (S^"^' .

Comme on l'a vu, celui de (S^"') sera de l'une des formes

'''^''\ '\
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l'entier contenu dans — • Le nombre v ne peut déliasser ^ . S'il l'atteint

.

on a, au rang l'T -t- /, — 2), le tableau
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on parviendra au tableau

1
' 7,'

'

'/s

[| n'y a plus qu'à répéter les mêmes raisonnements pour parvenir à

la conclusion suivante :

Si T, T,, Tj..., T, sont les sommes des quotients incom|)lels des

,. . . 1 • ' I ' /> Pi /'• Ps \ 11 1

Iractions contunies orduiaues égales a -: - —-, —, le tatîleau des

nonii)res caractéristiques relatifs à la translormée de rang

se réduit à -1 c'est-à-dire que, sur cette transformée, au système cir-

culaire considéré correspond une branche simple, ayant avec sa tan-

gente un contact du premier ordre.

Mais il n'est pas nécessaire d'aller jusqu'à ce rang pour obtenir une

branche simple. Soit, en effet, b le dernier quotient inroMiplet de -;

on voit aisément qu'au système circulaire de rang (Ï+T, -+-. .+ïi— è;

corrfspond un tableau réduit au seul nombre (^. Ce système circul.iirf

se réduit doue à une branche simple qui toutefois a, avec sn tangente,

un contact d'ordre [b — i), c'est-à-dire supérieur à l'iuiité si h est su-

périeur à 1.

En résumé, j'ai les théorèmes suivants :

Théorème I. — Le nombre nécessaire et suffisant des transforma-

tions successives qui changent un système circulaire de branches en

une branche simple est égal à la somme des quotients incomplets des

fractions continues égales respectivement aux différents nombres carac-

téristiques de ce système circulaire, sauj toutejois le dernier quotient in-

complet de Infraction continue égale audernier nombre caractéristique.

Théorème 11. — Le nombre nécessaire et suffisant des transforma-

tions successives qui changent un système circulaire de brandies en

une branche simple ayant avec sa tangente un contact du premier

ordre est égala la somme de tous les quotients incomplets desJradions

continues précédentes , diminuée de deux unités.

Journ. de Math. (3" série), lome 11. — Mabs i<S76. M
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G. Ainsi que je l'ai fait observer au comineiicement du numéro pré-

cédent, l'exactitude des deux derniers tiiéorèmcs est soumise à une

restriction. Les raisonnements qui y ont conduit et les théorèmes eux-

mêmes cessent d'être exacts si, sur une des transformées considérées,

le système circulaire correspondant à (S) a, soit son origine, soit sa

tangente en commun avec la conique de transformation. On peut envi-

sager la formation de ces courbes successives à deux points de vue

différents : on peut employer, pour chaque nouvelle opération, une

conique nouvelle, ou bien employer toujours la même. Dans le pre-

mier cas, on doit simplement compléter les théorèmes ci-dessus par

cette restriction, que chaque conique doit être prise de manière à

n'avoir en commun avec le système circulaire à transformer ni l'ori-

gine, ni la tangente. Dans le second cas, il faut examiner ce qui a

lieu.

La condition restricliveétantsupposée remplie pour(S),on a pris plus

haut, pour triangle de référence, le triangle conjugué par rapport à C,

dont le sommet j- == o, x= o, et le côtéj" ^ o sont l'origine et la tan-

gente de (S). Cela étant, on a trouvé pour (S') l'équation (ji). D'après

cette équation, l'origine de S' est, dans tous les cas, le point j>=:o,

z = o, qui n'est pas situé sur C. Donc, en premier lieu, l'origine

de (S' j n'est pas sur C. En outre, toujours d'après (i i), si - estdiflérenl

de a, la tangente de (S' ) est l'une des droites ;= o ou z = o, qui ne

sont pas tangentes à C. Mais, si - est égal à 2, la tangente de (S'
)
peut

être une droite quelconque passant en ^ = o, z ^^ o, et cette droite

peut être tangente à C. Ainsi la condition restrictive peut n'être pas

satisfaite pour une transformée, si, dans la précédente, le système cir-

culaire considéré a pour premier nombre caractéristique le nombre 1.

Si celte circonstance se présente, on ne peut plus appliquer aux trans-

formées suivantes les raisonnements du numéro précédent. Ces tran.s-

formées obéissent alors à luie loi que l'on trouvera dans la suite; mais

il importe d'observer que, si l'on se propose d'obtenir au moyen tie la

iranslorniation dont nous nous occupons, et avec l'emploi d'une seule

conique, la réduction d'un système circulaire à wnc branche simple,

on peut toujours y parvenir. Il suffit, eu effet, de choisir la conique de
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manière qu'elle ne remplisse pas certaines conditions liien délermi-

nées, et dont le nombre est limité.

Outre les résultats acquis au snjet des systèmes circulaires, et ren-

fermés dans les théorèmes I et II, il est encore une conséquence simple,

mais importante à tirer de l'équation (i i), à savoir :

Théorème 111. — A toute branche simjde dont ni l'oi-igine ni In tan-

gente 71 appartient à la conique de transformation correspond, dans la

transjormée, une branche simple.

Par suite des théorèmes I et III, on voit que, dans les transfoi-

mées de rang supérieur à une certaine limite, il ne peut exister de

branches siiperlinéaires que celles dont les correspomlantes , dans

quelques-unes des transformées précédentes, ont soit l'origine, soit la

tangente en commun avec la conique de transformation. Je vais étudier

uiaintenant ce qui est relatif à de telles branches.

Je prends toujours, pour le sommet ;> = o, jr = o et pour la droite

j> = o, l'origine et la tangente du système circulaire (S), dont je veux

( Indier les transformées. Comme, par hypothèse, cette origine ou cette

tangente appartient à la conique C, le triangle de référence ne peut

être conjugué relativement à C. Je distinguerai trois cas :

Premier cas : L'origine est sur la conique, et la tangente ne touche

pas cette conique. — Je complète le triangle de référence par les tan-

gentes à C aux extrémités de la corde j = o. J'ai alors

2C = n'y- -h il/' z.x.

Deuxième cas : L'origine n'est pas sur la conique, et In tangente

touche la conique. — Je complète le triangle de référenc<' par l;i se-

conde tangente à C, issue de l'origine, et ia pohiire de ce point. J'ai

alors

2C = a"r- -H ic" jcy.

Troisième cas : L'origine et la tangente appartiennent à la conique.

— Je peux, d'une inhnité de manières, mettre C sous la forme

2C — a.x- -^ 2b)'z.

14..
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7. Jetiulie successivement ces trois cas.

Premier cas : 2C = et!y- -t- 2b' zx

Soit

fm) n = \{\)'-^ {k,)'X fA,)^, •••, fA,)'Jl(l)' ^>>

le système circulaire considéré sur la courbe S. Un calcul facile per-

mettra de déduire des formules (6), et au moyen des formules du

n° 2
( § 1), les résultats suivants :

1 1 9 \ 1 I 'h

7 W 1 h \ V '7. \ 7 '7._r"

formules où l'on a posé, comme au n** 2 [formule (8;],

R, = /îi + j!i+...+ _i:i

—

7. 7' 77 7'7:--7»

De (20) je déduis, d'après la formule (19) du n° 2 (§ I),

7 L7 7i 7J \7/

Cette dernière formule se traduit par le théorème suivant :

TiiÉoHinir. IV. — A un système circulaire de branches de la courbe

initiale, ayant pour origine un point de la conique de transjormatioti et

pour tangente une droite non tangente à cette conique, correspond, dans

la transformée^ un sjstème circulaire, de même origine, de même tan-

gente, et dont les nombres caractéristiques sont les mêmes.
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Corollaire. — // en sera de même pour toutes les transformées

successives obtenues avec la même conique.

Deuxième cas : aC =rz"z^+ 2b".ry.

Supposant yj donné par la formule (i9\ on trouve

^^\[^A\'^^, (/il^A,)^,..., (^l±i^A.)^l'? .

« " L\ 'I I <l \ 'I I 'h \ 'I J '/^J

d'où l'on dédnit, conformément à la formule (17) du n° 2 (§ 1
)

(21) -i = [-'--, ^..., ^\(r).

On voit que l'origine du système circulaire (S' ) est le point 2=0,
j = o, lequel est sur C, et que sa tangente est la droite s = o, polaire de

l'origine du système circulaire jjrimitif. Donc, sur les transformées qui

suivent, les systèmes circulaires correspoiulanls obéissent à la loi in-

diquée au théorème IV.

Il est utile de remarquer que ce deuxième cas rentre dans le précé-

dent. La construction de la transformées' est, en effet, symétrique par

rapport à la courbe S et à sa polaire réciproque 2 relativement à C.

Or à un système circulaire de S, placé dans le deuxième cas, corres-

pond sur 2 un système circulaire, placé dans le premier cas. Donc,

d'après le théorème IV, le système circulaire correspondant, sur S', a

l'origine, la tangente et les nombres caractéristiques de celui de 2.

Ayant fait ici la recherche directe des nombres caractéristiques

de (S'), je puis en conclure que ces nombres, donnés par (21), sont

ceux qui conviennent au système circulaire (2', ainsi qu'on peut s'en

assurer aussi par un calcul direct.
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Troisième cas : aC r= rta--i- ihyz.

8. En partant toujours de la formule
! 19), on trouve

//-' . \l—'l ,/^+ Pm . \l>, il'--^ >.\l''\i\

I'

'
l \7 / 7 \ 7 / 7. \ 'I i'h\

'

_ ,, [f/i^ a'^ ^-^, , /izii^^ A
, )

'^,. - ('!=1^' A..\ /i'I (S).

I A V ' v \ '/ / '/' 7 / '/. 1

11 sufBt de jeter un coup d'œil sur ces formules pour apercevoir la né-

cessité de distinguer plusieurs cas. En effet, l'expression de |3 se com-

pose de la somme de deux séries, et les termes caractéristiques de cette

somme sont ceux de la première ou de la seconde de ces séries, sui-

vant que p est inférieur on supérieur à iq. J'ai donc à distinguer les

cas suivants:

7 7 7

Soit d'aiiord - < 2; ou trouve sans peine
7

'

!> /A P
1
- » — • -

-

1.7 <h
-\ (-
7J \7

Cette formule contient le tliéoième suivant :

Théorème Y. — .4 un système circulaire de la courbe initiale, ajant

pour origine et pour tangente un point et une tangente de la conique

de transjbrmation, et composé de branches ayant avec la tangente des

contacts d'ordre inférieur à l'unité, correspond, dans la transformée

,

un système circulaire de même origine, de même tangente, et dont les

nombres caractéristiques sont les mêmes.

Eu second lieu, soit - ^ 2. Ce cas peut être iininédialement ramené

au précédent. En effet, 1^ polaire réciproque de Sa pour système cir-
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culaire correspondant à (S) un système (2), dont l'origine et la tan-

gente sont les mêmes que pour (S) et dont le tableau des nombres

caractéristiques est

Comme—^ est inférieur à 2, on en conclura, d'après le théorème, que

ce tableau est aussi celui des nombres caractéristiques de (S' . C'est

aussi ce que l'on trouvera aisément par un calcul direct.

En troisième lieu, j'ai à considérer le cas où l'on a /? = 2, </ = i . Ici

se présentent les circonstances suivantes, dans les formules (22 j :

Le premier terme de l'expression de a disparaît: la série qui figure

au second membre de l'expression de y commence par un terme du

premier degré, qui vient se réunir au terme rt^; enfin les deux séries

dont la somme compose p ont les mêmes nombres caractéristiques;

par suite, dans la somme, des termes caractéristiques peuvent se dé-

truire. Pour ces raisons, on ne peut, dans le cas actuel, obtenir des

conclusions complètes aussi aisément que dans les autres cas. Il nio

suffira, pour mon objet, de trouver le premier terme caractéristique

du système circulaire (S' ).

Le premier terme de ïj (19) est AH'-; son second terme cariictéris-

liqueeslA,^' ^. Je supposerai, pour faire encore usage des formules (2 2),

que ce soit, non plus le second terme caractéristique, mais le second

terme absolu du développement de ïj. D'après cette convention
,

(^^ peut être égal à l'unité. Le premier terme de « est alors

Ceux de fi et y sont respectivement

j
/;=- A(2A/; + a;ï-''-A, [(4 + R,j A^.+ 1^1 + R,)^]^'"*"?! + . . .

.

' Y=^^A/; +«)^ + (2 -H R, lA, ç 'J'-\-

A cause de ces dernières relations, on apt- rçoii que les résnliais sont
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ilifférentb suivant que l'on a

( 24) 2 AZ) -!- rt^o,

ou que cette quantité est nulle. Il est aisé de voir que le sens de cette

condition est le suivant : si l'inégalité (24) a lieu, c'est que chaque

branche du système circulaire (S) a, avec C, un contact du premier

ordre. Dans le cas opposé, l'ordre du contact s'élève.

Je suppose d'abord que l'inégalité 24) ait lieu. Alors le développe-

ment de -suivant les puissances ascendantes de - commence par un
y

'

V

terme de degré "^-^ '• Par suite, en premier lieu, si p, est égal ou supé-
2'/i

rieur à (j,, l'origine de (S' ) est lo point )=:o, jc = o, mais la tangente

diffère de J'^ o Donc les transformées suivantes, en ce qui concerne

les systèmes circulaires correspondants, sont régies par le théorème IV.

En second lieu, si/j, est inférieur à q,, l'origine et la tangente de (S')

sont les mêmes que pour (S); mais le premier nombre caractéristique

2y,
est inférieur à 2. Donc les systèmes circulaires correspondants,

dans les transformées suivantes, sont régis par le théorème V.

Soit maintenant le cas où l'inégalité (24) n'a pas lieu, c'est-à-dire

supposons

(aS) a AA H- rt = o.

Les premiers termes de j'i et y sont alors, en vertu de {l'i) et de (25),

fi = A,AA(R, -2? •'•+...,

7= A,(i{, -t- 2 £ '•-}-. ..

Il faut observer que R, n'est autre chose que — > c'est-a-tlire un

nombre positif. Le premier terme de jj peut ainsi être nul, mais non

celui de y. Je suppose d'abord R, ^ 2. On a alors, pour le premier
S a

terme du dévelo|)pement de - suivant les puissances ascendantes i\f -

^ï
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Ainsi, pour (S'), l'origine et la langcnle restent les mêmes que pourfS),

et de plus on se trouve dans le cas où le premier nombre caractéris-

tique est égal à 2. Soit maintenant

on a, en vertu de (sS),

^,^ A(R?-4
)

o.k'b + a = ^-r

Cette quantité n'est donc pas nulle. Donc (S' ) se trouve dans le cas où

l'inégalité (24) a lieu, et l'on peut par là connaître la loi des transfor-

mées suivantes.

Je suppose enfin R, = 2. Alors p développé suivant les puissances

croissantes de -> commence par un terme de degré supérieur à 2; par

conséquent, (S') se trouve dans le cas où le premier nombre caracté-

ristique est supérieur à 2.

Tous les résultats précédents, relatifs à un système circulaire de

brandies tangentes à la conique de transformation, peuvent se résu-

mer comme il suit :

THÉORi:.-\iE VI. — A un sjstème circulaire tangent à la conique de

transformation correspond, dans la suite des transjorme'es successives,

construites au mojen de la même conique, une suite de systèmes cir-

culaires ajant tous même origine, même tangente et mêmes nombres

caractéristiques ; et cela à partir de la courbe initiale elle-même, de la

première ou de la seconde transformée, suivant que l'ordre de contact

des branches du système initial avec la conique est inférieur, égal ou

supérieur à l'unité.

Dans cette suite de systèmes circulaires, l'origine commune est sur

la conique, et, suivant le cas, la tangente commune est aussi tangente

à la conique, ou ne l'est pas. Si elle lui est tangente, le premier nombre

caractéristique commun est inférieur à 2.

9. Je vais maintenant, de l'ensemble des résultats précédents, tirer

Jotirn. de Math. (3' série), tome U, — A\niL 1876, ' 3
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des conséquences, en envisageant d'abord les transformées que l'on

obtient par l'emploi d'une seule conique.

D'après les numéros îi et 6, un système circulaire (S) donne lieu à

une branche simple, dans la transformée dont le rang est donné par le

théorème I, à moins que, dans une des précédentes, le système circu-

laire correspondant n'ait pour tangente une tangente de la conique

de transformation. Si ce cas se produit, le système circulaire suivant a

son origine sur cette conique (n° 7), et il en est de même de tous

ceux qui lui correspondent sur toutes les transformées suivantes

(théorème IV). Rapprochant ce résultat des théorèmes III, IV et VI,

j'en conclus :

Théorème VII. — A partir d'un cerlain rang, les transformées siic-

cessh'es d'une courbe algébrique quelconque, obtenues nu moyen d'une

seule conique, ne contiennent aucune branche superlincaire dont l ori-

gine ne soit sur la conique de transformation.

D'après le numéro 7, si une courbe S ne rencontre la conique C
qu'en des points simples, sans avoir avec C aucun contact ; si, de plus,

toutes les tangentes communes à S et à C sont des tangentes simples

de S, toutes les branches de S' dont l'origine est sur C sont des bran-

ches simples. Il est aisé, d'aj^rès cette observation, de tirer la conclu-

sion suivante :

Théorème VIII. — Étant donnée tcne courbe S, il est toujours pos-

sible de choisirune conique de transformation, de telle sorte que la trans-

formée de S, obtenue à un rang donné par l'emploi continu de cette

conique, ne contienne aucune branche superlinéaire, sous la condition

que le rang donné soit supérieur à une limite détermitiée qui dépend

de S.

Re.marque. — Cette limite n'est autre chose que le plus grand des

nombres que l'on obtient en appliquant le théorème I à toutes les bran-

ches superlinéaires de S.

J'envisage, en second lieu, les transformées que l'on obtient au

moyen de diverses coniques. Si l'on a soin de prendre ces coniques de

telle manière qne chacune d'elles ne rencontre la courbe à transformer

qu'en des points simples, sans la toucher, et que les tangentes com-
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munes soient des tangentes simples de cette courbe, on a, sous cette

réserve, la proposition suivante :

Théorème IX. — Â partir cVun certain rang, toutes les transfor-

mées successives d'une courbe algébrique quelconque, obtenues avec

diverses coniques, ne contiennent aucune branche superlinéaire. Ce
rang se détermine conformément à la remarque ci-dessus.

§ m.

10. Je m'occupe maintenant de déterminer le degré et la classe de

la transformée S' d'une courbe S. A cet effet, je vais établir quelques

formules, qui feront l'objet de ce numéro et du suivant. La construc-

tion de la transformée, telle qu'elle est indiquée au n" i (§ II), est sus-

ceptible d'être généralisée, par la subslitution d'une courbe quelconque

à la conique C. Je ferai, pour les calculs actuels, cette généralisation,

qni n'y apporte, pour ainsi dire, aucun changement; mais je n'appli-

querai ensuite ces calculs qu'au cas simple considéré précédemment.

Soient S = o, C = o les équations de deux courbes, de degrés m, n,

la seconde étant la courbe de transformation. Soit [x, ?, z) un point

de S; on prend la droite polaire de ce point relativement à C; l'inter-

section de cette droite et de la tangente à S, en [x, y, z), engendre la

transformée S'.

Les deux droites ont pour équations

XC, + YC, -h ZC3 = o,

XS, + YS2 + ZS3 =0.

Pour que le point (X, Y, Z) où elles se rencontrent soit sur une

droite D
D = MX + NY + PZ = o,

on a la condition

(0 A =
JNl N P

C. C, C,

S, S, S,

i5.
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Les intersections de la courbe A et de S sont les points de cette dernière

auxquels correspondent des points de la transformée situés sur la

droite D. Le nombre de ces intersections donnera ainsi le degré de

cette transformée, et fera l'objet d'une étude ultérieure. J'aurai aussi

recours à une autre forme de A, que j'obtiens comme il suit. J'ai iden-

tiquement

(^)

en posant

X y z

dx dj dz
D
nC

dD
de

t>2>

D = M.:t- + Nj+ Pz,

r/D = Mdx -(- Ndj -H Vdz.

De la relation (2) je conclus

A^S.,
nCdD — DdC

z-'di

OU, en posant - =?, et C" = U,

(3) A = „C " S, d /'D

dl \U

Dans cette dernière formule, il faut entendre que la dérivée qui

figure au second nombre n'est pas une dérivée partielle. Au con-

traire, -étant une fonction homogène et de degré zéro des variables

X,)', z est simplement une fonction de deux variables ^ et >: = -

Ces deux variables sont liées par l'équation S = o. En prenant la dé-

rivée indiquée dans l'équation (3), il faut considérer vj comme fonc-

tion de Ç.

L'équation (i) est susceptible d'une interprétation géométrique

simple. Je considère la courbe K

(4) K = D"-XC o,
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X clant une constante, déterminée de manière que l'équalion (4j

soit vérifiée par les coordonnées du point {x, y, z) de S, c'est-à-dire

que la courbe K passe en ce point, lequel est d'ailleurs censé vérifier

l'éqnalion (i). Mais, d'après l'équation (3), l'équation (i) peut s'écrire

(i( -
j
= o; ce que l'on transforme aisément en ^R = o. Donc la courbe

K est tangente à S. Ainsi :

SoitVi une droite passant à l'intersection nii d'une tangente à une

courbe S et de la droite polaire du point de contact m, relativement

à une courbe C, de degré' n : les courbes K qui ont ui'ec C des con-

tacts d'ordre n— i aux n points d'intersection de D et de C, et qui

passent au point m, y sont tangentes à S.

L'équation di-\ — o exprimant que D contient nn point 7//, i!e 1.»

transformée, on exprimera que D est tangente à cette transformée

en m,, en joignant l'équation r/-(-j = o. Cette dernière équation

étant supposée satisfaite, on en déduira r/-R= o< Donc :

Celle des courbes R de l'énoncé précédent que l'on obtient en pre-

nant, pour la droite Yi, la tangente au lieu du point m,, a awc S un

contact du second ordre.

Je n'indique cette propriété qu'en passant; on pourra reconnaître

que c'est une extension d'une propriété connue du cercle osculateur.

11. Les calculs du numéro précédent sont relatifs à la détermina-

tion du degré de la transformée S' d'une courbe S. Ceux qui suivent

ont trait à la détermination de la classe de cette transformée. La ques-

tion est d'obtenir l'équation de la tangente à cette transformée sous

une forme appropriée au problème dont il s'agit.

Comme on vient de le voir, les équations qui expriment que la

droite D est une tangente de la transformée sont les suivantes :

On déduit aisément de là, pour l'équation d'une tangente, la forme
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suivante, où les majuscules désignent les coordonnées courantes

I

X Y Z o

X j" z {]

dx dj dz d\J

d'x d-y d'z d-\J

Les (lifférenlielles sont prises le long de la courbe S. On fera dispa-

raître ces différentielles par des transformations dont je me contente

de donner ici le résultat. Je pose

V = C,,(S^3-S,,S33)+... + 2C,,(S,, 83,-8,38,3) + ...,

W= Cl (S^3-S,,S3,) + ... + 2C,Co(S,,S33-S,,S„3)+....

Dans ces expressions, les termes non écrits, et suppléés par des points,

sont ceux que l'on déduit des termes écrits par la permutation des

indices. Soit, en outre

8|i 8)2 8,.,

H = So, 80, S03

^31 ^32 ^33
,

L'équation (5) se met sous la forme

(6) G = [nC\- «- 1) W]2]S,X4- «CH2<^iX = "•

Celte dernière équation, si l'on y considère X, Y, Z comme données, et

x^r,zcomme descoordonnéescourantes,estcelle d'une courbeG, dont

les intersections avec 8 sont les points tels que les tangentes à la trans-

formée S', aux points correspondants, passent par le point X, Y, Z.

Je ferai, en outre, usage d'une autre forme de la même équation.

Je pose

X = -ç, j-= zïj, U = zu.

Comme U est une fonction homogène et du premier degré de x,

y, z, la fonction u ne dépend que de | et de ïj. Je désigne les dérivées,

prises j)ar ra|)port à ^ le long de la courbe S, par des accents. En par-
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tant de l'équalion (6), on parvient aisément à la mettre sous la nou-

velle forme

(7) E = -n"{Zii + Xu'-Zijt')+u":^Y-X-n'+ Z'i-n'-ZT;) =0.

Cette nouvelle forme est d'ailleurs reliée à (6) par la relation

(8) G= ("'-')'
g-^^S.^E.

Telles sont les formules dont je ferai usage.

12. Avant d'appliquer les formules ci-dessus, il convient de rap-

peler quelques propositions de la théorie des points singuliers. Voici

la première :

Etant données deux courbes, le nombre de leurs intersections qui

sont conjondues en un point est égal au produit des ordres de multipli-

cité de ce point sur chacune des deux courbes, augmente' de la somme

des ordres des contacts des brandies de Vune des courbes avec les

branches de Vautre, en ce même point.

Étant donnés une courbe et un système circulaire ayant son origine

en un point de cette courbe, j'appelle, par définition, nombre des in-

tersections de la courbe et du système circulaire le produit des ordres

de multiplicité du système circulaire et du point considéré sur la

courbe, augmenté de la somme des ordres des contacts des branches

du système circulaire avec les branches de la courbe. Grâce à cette dé-

finition, la proposition précédente s'énonce ainsi :

Théorème X. — Etant données deux courbes, le nombre de leurs in-

tersections qui sont conjondues en un point est égal à la somme des

nombres des intersections de l'une des courbes avec les systèmes circu-

laires de l'autre, qui ont leurs origines en ce point.

La proposition suivante donne le moyen de calculer directement le

nombre des intersections d'une courbe et d'un système circulaire.

Théorème XI. — Soit J[x,j') = o l'équation d'une courbe sous

. forme entière. Supposez que x et j soient les coordonnées d'un point
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d'un système circulaire, et à distance infiniment petite du premier ordre

de l'origine de ce système. L'ordre de V infiniment petitJ [x., y), multi-

pliépar l'ordre de multiplicité'du système circulaire, est égal au îiombre

des intersections de la courbe et de ce système circulaire.

Il est clair que celte proposition n'est pas troublée par l'emploi de

coordonnées homogènes. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de

déterminer le nombre des intersections d'une courbey(^, j>-, i) = o,

passant au point x = o, ^= o, avec un système circulaire dont l'ori-

gine soit en ce point.

Je désigne, comme précédemment, par f et ri le rapport --, "-•

Le système circulaire est défini par le développement d'une de ces va-

riables, soit -ri, suivant les puissances ascendantes et fractionnaires de

l'autre, S. Si la tangente de ce système circulaire n'est pas la droite

a? = o, on aura un point à distance infiniment petite du premier ordre

de l'origine, et appartenant au système circulaire, en donnant à 2 une

valeur infiniment petite du premier ordre, et à v2 une des valeurs cor-

respondantes. Soit m le degré (\ef\x,j, z). On a

f{x,j;z) = z">J%n, .).

Par suite, pour le point considéré, comme z a une valeur finie,

l'ordre de l'infiniment ^el\\ f{x , j, z) est le même que celui de

y (ç, vî, i). Soit M l'ordre de cette quantité, et [x l'ordre de multiplicité

du système circulaire. D'après le théorème XI, le produit pui est le

nombre des intersections de la courbe et du système circulaire.

Si la tangente du système circulaire est x= o, on peut intervertir,

dans le calcul que je viens d'indiquer, le rôle des variables 2, ri. On
peut aussi s'en dispenser, par une très-petite modification du résultat,

sur laquelle je n'insiste pas, n'en devant pas faite usage ici.

15. Il me reste à expliquer maintenant, en pende mots, l'usage que

l'on peut faire de ces résultats dans lui grand nombre de questions, et,

en particulier, dans la question qui fait l'objet de ce Mémoire.

Etant donnée une courbe S = o, je suppose que l'on cherche le

nombre de ses points satisfaisant à une condition donnée. J'admets '
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que cette condition puisse être exprimée par une équation entière

f [x, y, z^ = o. Les points cherchés sont alors les intersections des

courbes S et f. Le produit des degrés de ces courbes est donc le

nombre cherché; mais ce n'est là le plus souvent qu'une limite supé-

rieure, et, pour obtenir le nombre précis, il faut tenir compte des

solutions étrangères ou multiples. C'est alors qu'on est conduit à exa-

miner l'ordre de muUiplicité de chaque solution. A cet effet, on fait

usage des théorèmes X et XI, en considérant successivement chaque

système circulaire de la courbe S, à l'origine duquel passe la courbe^!

On est donc conduit ainsi à calculer des nombres w, comme je l'ai

expliqué à la fin du numéro précédent.

S\J {x,f, z) est un covariant, circonstance qui se présente chaque

fois que la condition donnée est indépendante du triangle de réfé-

rence, on pourra supposer, sans modifier y (x,j', z), que l'origine

et la tangente du système circulaire que l'on considère soient le point

j? = o, j- = o et la droite j = o. Cette supposition facilite souvent le

calcul. En voici un exemple simple, et dont le résultat sera utile pour

la suite.

Soit à trouver la classe d'une courbe S = o, c'est-à-dire le nombre

des tangentes qu'on peut lui mener d'un point arbitraire X, Y, Z,

L'équation de condition est

/(.r, j, z) = XS, + YS,+ ZS3=o.

Soit m le degré de S; celui Aef est ni — i. La limite supérieure de

la classe est donc m [m — i). Les solutions étrangères sont fournies

par les points dont les coordonnées annulent à la fois les dérivées par-

tielles de S, c'est-à-dire parles points multiples. Il s'agit de trouver

l'ordre de multiplicité d'une telle solution. Comme/(a', j, z) est un

covariant, je puis faire la supposition ci-dessus, pour calculer le

nombredes intersections dey avec un système circulaire de la courbe S.

Des relations

S, _ S, _ S3

jrdz— zily zdx — .rdz a^dy — yd.v

je tire, en posant

Journ. de Math. (3" série), tome 11. — Avril 1870. • O



122 HALPHEN.

prenant è pour variable inrlépendante et dénotant les dérivées par des

accents,

1 S, = — S.r/,

D'après la supposition que l'origine et la tangente du système cir-

culaire sont le point jr = o, j'= o, et la droite 7" = o, je dois sup-

poser I infiniment petit du premier ordre, et alors v; est infiniment

petit d'ordre supérieur. Les équations (9) prouvent alors que S, etSj

sont infiniment plus petits que S,. L'ordre de l'infiniment petit

f{x,j', z) est donc le même que celui de l'infiniment petit S^.

Ainsi :

Théorème XII. — SoitO un point multiple d'une courbe algébrique

S = o, comprenant en O plusieurs sj sternes circulaires de branches.

Considérez l'un de ces systèmes, placez le sommet x = o, y ^ o du

triangle de réjérence en O, etfaites coïncider la droite
J'
= o avec la

tangente de ce système circulaire. Soit w l'ordre de la (juandté injini-

ment petite Sj quand on met, pour les coordonnées, celles d'un point du

système circulaire considéré, à distance infiniment petite du premier

ordre de O. Soit, en outre, p. l'ordre de multiplicité de ce système cir-

culaire. Répétez la même opération pour chacun des systèmes circu-

laires de la courbe S, ayant leur origine en O. La somme des nombres

analogues à u.'ji est l'abaissement que le point singulier O produit dans

la classe de la courbe S.

Par suite, si A est la somme des nombres ainsi calculés pour tous

les points multiples de S, la classe c est

(10) c = m[m — I — A.

14. J'applique actuellement les principes précédents à la détermina-

tion du degré de la transformée S' d'une courbe S. L'équation de con-

dition est (n" 10)
M N P

(_|, Li; L"3

0( bo ^3



SUR CNE SKRIE DE CODBBES ANALOGUES AUX DÉVELOPPÉES. I2J

A cause de Ja simplicité du résultat, je fais encore ce calcul pour le cas

général où C est une courbe de degré n.

Le degré de S étant m, celui de A est [m -\-n — 2). Le degré de S'

a donc pour limite supérieure in[m~\-}i— 2). J'étudie maintenant

l'ordre de multiplicité de chaque solution.

Comme A est un covariant, je puis faire la supposition indiquée

plus haut (n° 15). Alors, comme on vient de le voir, S, et S3 sont in-

finiment plus petits que S2; donc, si C, et C3 ne sont pas infiniment

petits tous deux, A est un infiniment petit du même ordre que S,. Il

n'en est plus de même si C, et C3 sont infiniment petits tous deux. Pour

ce dernier cas, employons la seconde forme de A [n°10, formule (3)j

(11) A= --
, -S;

A cause de

»C = C,.r + C,;- 4- C3S = z(C, 2 H- C^n -t- C3),

on voit que, si C3 est infiniment petit, il en est de même de C. Comme
C est entier et que n est infiniment petit par rapport à ^, supposé du

premier ordre, C est au moins du premier ordre. Soit / cet ordre égal

ou supérieur à l'unité. Il résulte de l'équation (n) que l'ordre de A
surpasse celui de S2 précisément de(i — i). Ainsi, pouri= i, le résultat

est le même que précédemment. Le résultat diffère dans le cas opposé.

Le cas où /= i est celui où, au point considéré, passe une seule branche

de la courbe C, ayant une tangente différente àej = o. Alors C3 est

nul, mais G, ne l'est pas, pour a: = o, j = o. On voit donc que ce cas

rentre dans le précédent. Si, au contraire, i est supérieur à l'unité,

c'est que la courbe C se compose, en ce point, de plusieurs branches

ou est tangente aJ = o; ces deux circonstances peuvent d'ailleurs se

réunir. Soit / la multiplicité du système circulaire considéré sur S,

ri est (théorème XI) le nombre des intersections de C et de ce système

circulaire. Soit enfin R la multiplicité totale du point x = o, j = o

sur S, et 1 le nombre total des intersections de C et de S, réunies eu ce

point. L'abaissement que ce point produit dans le degré de S' surpasse

l'abaissement qu'il produit dans la classe de (I — R) (théorème XII).

16..
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Soit maintenant A l'abaissement total produit dans la classe de S

par tons ses points multiples, le degré de S' est

(12) m, = ni {m -t- « — 2) — A — ^ (I — R).

Soit maintenant c la classe de S; on déduit de (12), en vertu de (10 ) :

(i3) m, = {fi-i)m + c-^{l-'R).

On peut encore mettre cette relation sons la forme

(i4) „i,= c - m +2^'

car 5] ^ ^^ "'"•

La forme [i(\) du résultat donne lien à cet énoncé remarquable en

ce sens que le degré delà courbe de transformation n'y a[)parait pas

explicitement.

Théorème XIII. — Le degré de la tiansforme'e d'une courbe S, 06-

tenue au moyen d'une courbe quelonque, est e'gal à la classe de S, di-

minuée de son degré^ et augmentée de la somme des ordres de multipli-

cité, sur la courbe S, des points où cette courbe rencontre la courbe de

transformation.

Il ne faut pas perdre de vue que cet énoncé s'applique, quelle que

soit la nature des points d'intersection des deux courbes, sur la courbe

de transformation. Quanta la forme (i3)du même résultat, on peut

remarquer que 2 (I — R) est la somme des ordres des contacts des di-

verses branches des deux courbes SetC; on a, par suite, le théorème

suivant, queje borne au cas on C est une conique (« = 2).

Thkoricme XIV. — Le degré de la transformée d'une courbe S, ob-

tenue au moyen d'une conique, est égal à la somme du degré et de la

classe de S, diminuée de la somme totale des ordres des contacts de

cette courbe et de la conique.

On a déjà fait la remarque que la transformée de S, au moyen d'une

conique, est la même que la transformée, au moyen de la même co-

nique, de la courbe 2, polaire réciproque de S par rapport à celle co-
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nique. Comme le degré et la classe de S sont la classe et le degré de 1,

il en résulte que les sommes totales des ordres des contacts des cour-

bes S et 2 avec la conique doivent être les mêmes. C'est, en effet, un

cas particulier de cette proposition, que j'ai donnée dans mon Mémoire

sur les points singuliers.

La somme des ordres des contacts des branches de deux courbes eu

un point est égale à la même somme, relativement à deux courbes

corrélatives des premières, aux points correspondants.

15. Je m'occupe maintenant de la détermination de la classe de la

courbe transformée S'. Je me borne ici au cas où n = 2, c'est-à-dire où

la courbe de transformation est une conique. L'équation de condition

est l'équation (6) du n" 11, G = o. Pour n — i, le degré de G est

3(/?j— 0»^" sorte que la limite supérieure de la classe de S' est37?z(/n — i).

J'étudie maintenant l'ordre de multiplicité de chaque solution. Comme
G est un covariant, je puis encore faire la supposition indiquée plus

liant. Je ferai usage de la formule (8) du n° 11, qui, pour n — 2,

devient

(i5) G^^^^^'C^S^E,

Eétant toujours [n" 11, formule (7)]

E = n"{Zu ^-X^«'-Z|^^')^-^^"(Y - X-/;'+ Z^r/ - Zvî).

Pour cette étude, comme pour celle qui a fait l'objet du § II, je dis-

tinguerai quatre cas, répondant à quatre formes de l'équation de la

conique de transformation.

Premier cas : 2C = ax' -f- a' j- +- n"z-.

Je forme u et les premiers termes de son développement suivant les

puissances ascendantes de | :

'' = 1^' = -^''^ -^ ''
'

-^""^
^'i-^j v^-.

^'^-'-^-^ )
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J'en déduis, pour 5 = o,

\2/ y2rt"

Il résulte de là que, povir H infiniment petit, la partie principale de E

est celle de l'un ou l'autre des deux termes Zut)" ou Yu", dont le se-

cond est fini.

Soit /• l'ordre de multiplicité du système circulaire considéré, tt

'- l'ordre du contact de la tangente j = o avec chaque branche de ce

système. On voit aisément que vj" est d'ordre ( i )• Par suite, si

^>- I, E est fini: si ' <r i » E est infini et d'ordre- — i

.

/•''/- r

Far suite, l'orure de G est le triple de celui de So si - ^ f , ou lui est

inférieur de i-—^j si p < r.

D'une manière générale, soit X le produit, par la multiplicité r, de

l'ordre infinitésimal de Sj pour un système circulaire de la courbe S.

Nous avons, pour l'abaissement produit, dans la classe de S', par un

système circulaire, le plus petit des deux nombres

3 À ou 3X -I- /5
— r,

dans le cas considéré.

Deuxième cas : aC = «';^* + zh'zjc.

u z=z ^b''^ ^ '4-...,

La partie principafle de E est celle de u' . Donc E est d'ordre — |.
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Mais C" est de l'ordre -|. Donc C est de l'ordre de S^. Donc, dans le

deuxième cas, l'abaissement de la classe de S' est 3X.

Troisième cas : aC = a"r* + 2b"xj

-^(«"+2è"H-,)i=(^)^(l+J|-^+,

"'(ir,y+....

(t)^'?^)"-

La partie principale de E est celle de Zuri'\ d'ordre- — 1; par suite,

{'abaissement est, dans ce cas, 3X -i- p — r.

Quatrième cas ; 2Q=^ax--^- ihjz.

Ce cas est celui du contact de C et du système circulaire considéré.

Soit h l'ordre du contact de C avec chaque branche. L'ordre de u est

' + '''
1 • j ' . ^' ~ '

5 celui de u est
2 2

Si A^i, l'ordre de iC est alors D'autre pari, l'ordre de X/^Vy"

est - — r -f- j nombre supérieur au précédent Donc l'ordre de E

A — 3 . \
est Si l'on ajoute l'ordre | (i -f- /i) de C', on a, pour l'ordre

de G, le triple de celui de Sa, augmenté de ih.

L'abaissement est donc 3). + irh.

Si A = I, ce raisonnement ne s'applique pas. Ce cas peut se présen-

ter de deux manières : 1° si - > i ;
2° si - = i

.

\°^-^\. Comme -^commence par un terme de degré positif en i.
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on peut écrire

2 b Y, \ 2 fa\ - / i. b

ib

On voit aisément, d'après ces résultats, que la partie principale de E est

celle de u, d'ordre- — 2. D'ailleurs l'ordre de C" est 3; donc on a
r

pour résultat

3X -1- p + r.

2" - = I . Ici — se réduit à une constante pour c = o; mais, l'ordre

du contact de laconique avec la branche, dont les coordonnées sont

ïj et S, étant par hypothèse égal à l'unité, il en résulte aisément que

a + 26-^ ne s'évanouit pas pour s = o. Soii - le degré du second
F 1 1 - ^ D

terme du développement de — suivant les puissances croissantes de ç,

on a, pour m, un développement tel que

« = A; + B: '-t-...;

d'où

U' Z=Z \ -!^

Il en résulte que r"u' est d'ordre zéro, tandis que 11" est d'ordre

(- — I j- D'ailleurs, l'ordre de C' est égal à 3; donc l'abaissement est

ici le plus petit des deux nombres 3X + 3 /• ou 3X -<- 2 r -H s. Je dirai

que cet abaissement est 3X 4- 2/- -4- 7, (7 étant le plus petit des deux

nombres r ou s.
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16. Je résume maintenant les résultats du numéro précédent

comme il suit :

Théorème XV. — Sur la courue initiale, distinguez cinq catégories

de sjstèmes circulaires, savoir :

1° Ceux dont ni l'origine ni la tangetite n'appartiennent à la conique

de transformation, et gui, en outre, sont composés de branches ayant

avec leurs tangentes des contacts cVordre inférieur à Vunité:

2° Ceux dont les tangentes touchent la conique, et dont les origines

ne sont pas sur cette conique ;

3° Ceux qui touchent la conique et qui sont, en outre, composés de

branches ayant avec leurs tangentes des contacts d'ordre supérieur à

l'unité;

4° Ceux qui touchent la conique et qui sont, en outre, composés de

branches ayant avec leurs tangentes des contacts d'ordre injérieur

à l'unité :

5" Ceux qui touchent la conique et qui sont composés de branches

ayant avec leur tangente et avec la conique des contacts d'ordre égal

à l'unité.

Soient maintenant R la somme des ordres de multiplicité des sys-

tèmes circulaires d'une même catégorie, et s\. la somme des ordres des

contacts des branches de ces systèmes avec leurs tangentes (ces lettres

étant affectées d'indices correspondant à chaque catégorie); 2 la

somme des nombres analogues à (7 ( n° 15, 4* cas) pour la cinquième ca-

tégorie ; et enfui, pour les branches de la courbe initiale qui ont avec

laconique des contacts d'ordre supérieur à l'unité, i la somme des or-

dres de ces contacts.

On a, en désignant parc la classe de la couibe initiale, et parc, celle

de la transformée,

(i6) f,= 3c + R,+ R.-R3— 2R5-2-2J — fiH., + Ao+ A3+2cfl^).

Ce résultat se simplifie beaucoup dans le cas particulier où la co-

nique de transformation ne rencontre la courbe qu'en des points sim-

ples, sans avoir avec elle aucun contact, et n'a en commun avec la

même courbe que des tangentes simples de cette dernière. Il n'y a

plus alors à distinguer que la première catégorie de systèmes circu-

Jniirii. de Math. (3« série), tome II. — Avril 1876. ' 7
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laires de l'énoncé précédent, et la formule (16) se réduit à

(17) c, = 3c + R, — A,.

Soit r la multiplicité d'un des systèmes circulaires de la première

catégorie, et ^ l'ordre des contacts de ses branches avec la tangente;

on a

p<r, R, = vr, A, = 2p.

Soient maintenant r' et 0' les nombres analogues pour un autre sys-

tème circulaire, mais dans lequel on a /s'>- Z, et posons

R', =2r', < = 2p'.

On sait que, si l'on passe d'une courbe à une corrélative, les nom-

bres r el s'échangent entre eux. Donc, pour une combe corrélative

de S, les nombres analogues à R, et Ji, sont a', et R', . D'ailleurs, comme
on l'a déjà observé, la transformée S' est la même, si on la construit

au moyen de la courbe 1, polaire réciproque de S, relativement à la

conique de transformation. On a donc aussi

(18) c, = 3m -+- sl\ — R',

.

De (17) et (18) on conclut

(19) 3 {c — m) = â\. — R,

les lettres R et ,?l s'appliquant maintenant à tous les systèmes circu-

laires. La relation (19), que l'on rencontre ici d'une manière incidente,

a été démontrée directement, de deux manières différentes, dans mon
Mémoire sur les points singuliers. Elle donne notamment le nombre
des points d'inflexion d'une courbe dont on connaît les singtdarités, le

degré et la classe. En effet, dans le second membre, chacun des points

d'inflexion figure pour luie unité. Si donc on les met à part, on trouve

pour leur nombre N

N = 3(c — m) -hR —A,

le nombre R et a ne s'appliquant plus qu'aux points niulliples.
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Pour faire cette dernière vérification, j'ai supposé le cas simple où
la formule (i6) se réduit à (17). Il n'y aurait point de difficulté à la

répéter pour le cas général, mais je crois inutile de le faire.

Je vais encore tirer de la formule (17) une autre conséquence, rela-

tive au genre. Eu égard à la supposition faite pour celte formule, on a,

pour le degré de la transformée S' (théorème XIV),

De cette dernière formule et de (17) je conclus

(20) c, — 2 m, = c — 2/« + R, — iK,.

Je conserve à R', le même sens que précédemment, et je désigne,

en outre, par R" la somme des ordres de multiplicité des systèmes cir-

culaires de S, dont les branches ont avec leurs tangentes des contacts

du premier ordre, et j'écris, au lieu de (20),

(21) c, — 2m, -+- M., -h R', + R" = c — 2TO + R, + R', -1- R".

Dans le second membre, la somme des trois derniers termes désigne

la somme des multiplicités de tous les systèmes circulaires de la

courbe S. Soit M cette somme. Dans le premier membre, la somme des

trois derniers termes désigne la somme des multiplicités des systèmes

circulaires correspondants sur S' (n" o, § II). Or S' ne possède, en

dehors de ces derniers, aucun système circulaire propre (de multi-

plicité supérieure à l'unité); mais, parmi ces derniers, il peut s'en

trouver dont la multiplicité soit l'unité. Pour les faire disparaître, re-

tranchons dans les deux membres le nombre T de tous les systèmes

circulaires considérés sur S. Alors, si M, est la somme de tous les sys-

tèmes circulaires propres sur S', etT, leur nombre, on a

a, -f- R', + R" - T = M, — T,
;

donc, de (21), je déduis

c, — 2m, -h M, — T, = c — 27M -t- M — T,

17..
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c'est-à-dire que l'expression qui figure au second membre de cette

dernière formule se conserve dans la transformation considérée.

D'après le théorème IX, en répétant la même transformation un

nombre fini de fois, on parvient à une courbe n'ayant aucun système

circulaire propre. Soient 7 et [jl la classe et le degré de cette courbe.

On aura

c — 2m -{- M — T = y — 2 |u..

Mais, pour une pareille courbe, ne contenant aucune branche super-

linéaire, on sait que (7 — ip.) est égal à 2{p — i), p étant le genre de

cette courbe. D'ailleurs cette courbe et la courbe initiale se correspon-

dent /?o/«</Jrtrpo/«<,- donc leur genre est le même; donc p est le genre

de la courbe initiale, et l'on obtient la formule

c — 2 7?z + ]M — T = 2 (p — 1
),

qui donne explicitement le genre d'une courbe quelconque, et que j'ai

déjà démontrée de deux manières différentes eu d'autres occasions.

17. Si l'on considère la suite des transformées S' , S",,., d'une courbe

quelconque S, obtenues au moyen de coniques choisies chaque fois de

manière à se trouver dans le cas simple considéré déjà, on parvient tou-

jours, d'après le théorème IX, à ime transformée de rang fini A-, telle

que cette courbe et toutes les suivantes ne possèdent plus aucun sys-

tème circulaire propre. Soient c,^ et 7/2/, la classe et le degré de cette

courbe S''. On aura, pour les suivantes.

d'où

I

Ca+, = 3'Ca,

(22) ' 3._,
\

'n/,+i = ni/, + c^(i + 3 -H 3' -4- . . . -i-
3'-'

) = m,, h -^ C/,.

'\'i\É()RkMr. XVI. — Quelle que soit la courue inUinle, les degrés et
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les classes des transformées successives suivent, à partir d'un certain

rang, la loi marquée par les équations (22).

Il n'en est pas de même si l'on conserve toujours la même conique

de transformation. A partir d'un certain rang, les catégories 1", 3°, 5"

de l'énoncé XV disparaissent, il est vrai, et les formules se réduisent à

m^ = 7n + c — A4,

c, = 3c -+- Ro — ifi, — 2Ai',

et, si l'on observe que l'on a

Ao + lAi =: 2C,

on peut réduire ces formules à

W, = 772 4- -5A2,

c, =c + Ro.

D'ailleurs, à partir du rang considéré, les courbes n'ont aucun sys-

tème circulaire propre dont l'origine ne soit sur la conique de trans-

formation (théorème Vil, § II). Par suite, R2 marque simplement le

nombre des points en lesquels la tangente de la courbe est aussi tan-

gente à la conique, tandis que A2 marque le nombre des tangentes

communes pour lesquelles ces tangentes doivent être comptées. Par

conséquent, si une de ces tangentes est, pour la courbe, une tangente

d'inflexion, elle figure pour deux unités dans Ao et pour une seule

dans Ro. Pour cette raison, il ne paraît pas possible de trouver, dans le

cas actuel, une proposition analogue au théorème XVI.

§ IV.

18. J'ai, dans ce qui précède, étudié les courbes que l'on obtient

en transformant une courbe au moyen d'une conique. Si cette conique

dégénère en deux droites, les résultats subissent d'assez notables mo-

difications. C'est ce cas particulier qui va faire l'objet de la dernière

partie de ce travail.

A.UX transformées particulières que l'on obtient ainsi je donne le
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nom d'adjointes. Voici donc la construction de l'adjointe d'une

courbe S. On donne deux droites P, Q, dans le plan de S. Soient m
un point de S et T la tangente en ce point. L'intersection deT et de la

polaire de m, relativement aux droites P, Q, engendre Xadjointe de S.

.Soit S' cette adjointe. Si l'on répète la même construction en conser-

vant les mêmes droites P, Q, et substituant à S l'adjointe S', on en-

gendre l'adjointe S^ de S', ou deuxième adjointe de S, et ainsi de suite.

Ce qui donne un intérêt particulier à la considération de ces courbes,

c'est que, si l'on prend, d'une manière convenable, une figure corré-

lative, l'ensemble de S et de ses adjointes successives se change en

l'ensemble d'une courbelet de ses développées successives. Pour cette

raison, les résultats que l'on obtiendra ici fourniront des démonstra-

tions nouvelles des propriétés des développées successives, que j'ai

déjà données dans mon Mémoire sur les points singuliers.

Pour l'objet actuel, on n'a pas à faire de nouveaux calculs, mais

seulement à reprendre ceux qui précèdent, en examinant les modifica-

tions qu'ils subissent. J'examine d'abord les calculs du § II : leur

objet était l'élude du système circulaire qui, sur une transformée, cor-

respond à un système circulaire donné de la courbe initiale.

Le côté j- = o et le sommet j" = o, j:- = o du triangle de référence

sont toujours la tangente et l'origine du système circulaire initial con-

sidéré. Getto condition remplie, on a considéré, pour le cas d'une

conique detransformation, quatre formes distinctes de l'équation C=o
de cette conique, savoir :

2C = ajL- -h a'j- -f- c/"^-,

2C = ày--\- Q.b'zx,

2C = rt"r--t- 9.b"xf,

iV, = ax'--^ibyz.

La première de ces formes, dans le cas où C se réduit à deux droites,

P, Q, doiuie lieu à trois formes distinctes

2C = ax- -f- rt"2°, iC ^= a'j- + a" z-, 2C = «a---!- n'^-

;

les trois autres donnent lieu à

iC = ^ib'zx, 2C =^ ib"xy\ iC^ 2bjz.
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J'ai donc en tout six formes distinctes. Elles répondent à six cas dis-

tincts, savoir :

Pour la première forme, l'origine et la tangente du système circu-

laire sont placées d'une manière entièrement quelconque par rapport

aux droites P, Q.

Pour les deux suivantes, il existe une parlicidarité relativement à

l'intersection des droites P, Q : dans l'une, Q, est sur le droitj= o;

dans l'autre, Q. est au point j- = o, a: = o.

Pour les trois dernières, il existe une particularité relativement à

une des droites P, Q, par exemple P. Dans l'une, P passe au point j>=ro,

a: = o; dans l'autre, P est la droite j?' = o elle-même, et, en outre,

le point Q, coïncide avec y t= o, x := o; dans le dernier enfin,

P est la droite j':=o, sans que fl coïncide avec l'origine du système

circulaire.

On voit que toutes les positions particulières sont comprises dans ces

six cas.

Première for3ie : 2C = a or- -h a" z^

.

19. Le calcul du n° o (§ II) devient ici plus simple; mais le résultat

est le même. Soit donné le système circulaire

(I) . = r^,^,.--,^i(?), ^>i,

on trouve

C'est l'équation (11) du n*^ 3 ; mais, dans le cas actuel, les consé-

quences à tirer de (2) diffèrent de celles que l'on a obtenues au n° 5.

Eu effet, si p est inférieur à 2q, la tangente du système circulaire (2) est

la droite z^o; elle passe donc en [ï. Donc la première adjointe n'est

pas, comme la courbe initiale, dans le cas auquel se rapporte la pn^-

mière forme, mais dans celui qui correspond à la seconde forme de C.

En nous occupant de cette seconde forme, nous verrons tout à l'heure

que, dans le cas correspondant, les adjointes successives obéissent à
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une loi simple. Ce que je vais prouver actuellemenf, c'est que, si p
n'est pas inférieur à ay, la même circonstance se présente non plus

pour la première adjointe, mais pour une autre des suivantes.

Je suppose d'abord q différent de l'unité, etp supérieur à zq', car,

p étant premier à q ne peut être égal à 2q. La tangente de (2) est alors

^- = o. On peut appliquer à l'adjointe S' le même calcul; par suite,

, , . t p ......
si t est 1 entier contenu dans -? on pourra poursuivre ainsi jusqu a

l'adjointe de rang [t— i), pour laquelle le tableau des nombres carac-

téristiques ne différera de (i) que par le premier de ces nombres. Ce

premier nombre sera manifestement ^^ ^ —• Ce nombre étant in-

férieur à 2, on voit que, pour l'adjointe de rang i, la tangente est la

droite z := o, ce qui est conforme à la proposition annoncée.

Je suppose, en second lieu, 7= 1 etp^s. Il est clair qu'en appli-

quant successivement la formule (2), on trouvera, pour l'adjointe de

rang [p — 2), le tableau suivant des nombres caractéristiques :

_ , — , • • , — •

En répétant ensuite un raisonnement du n° 3, et désignant par f , l'en-

tier contenu dans —, on trouvera pour l'adjointe de rang {/?-+-/, — 1),

le tableau

7,
'

q-i'
' -y/

où la première fraction est inférieure à 2. Donc, pour I adjointe sui-

vante, la tangente passe au point fl.

Dans le cas actuel (7 = i)» '^ premier exposant fractionnaire du

développement (i) est/j+ —, et le rang de l'adjointe considérée est

[p -f- <,). Dans les cas précédents (7 > i), le premier exposant fraction-

naire était -, et le rang de l'adjointe, dont la tangente passe en û,

était le nombre t. D'après cette remarque, on peut réunir les résul-

tats précédents dans l'énoncé suivant :

TniioRÈME XVII. — A un système circulaire île la courbe initiale S,

u'ajanl pas pour origine un point des droites P, Q, et n'ayant



SUR UNE SICRIE DE COURBES ANALOGUES AUX DÉVELOPPÉES. 1 37

pas pour tangente une droite passant à l'intersection Q. deV et Q, cor-

respond, sur une des adjointes successives, un sjstème circulaire dont

la tangente passe enù. Le rang de la première adjointe qui jouisse de

cette propriété est égala lentier cojitenu dans le premier exposantfrac-

tionnaire du dé^'eloppement relatijau sjstème circulaire considéré sur S.

Comme on le voit, celte proposition ne s'applique qu'à un système

circulaire propre, c'est-à-dire tel que, clans le développement qui lui

est relatif, il y ait effectivement des exposants fractionnaires.

Deuxième forme : 2C = a'j- + a"z-.

20. Le calcul n'offrant aucune particularité, je me borne à en écrire

le résultat. De

(3) .= P-, '-,-, ^-^1(2), ^>.,

on déduit

(4) l^Y^^Lnl, ^-i,..., ^](P).

La tangente de (/'() étant z = o, on a la proposition suivante :

Théorème XVIII. — Si un sjstème circulaire de la courbe ini-

tiale S a pour tangente une droite passant en û, le sjstème circulaire

correspondant sur l'adjointe a pour origine Q, et pour tangente la

conjuguée harmonique de celle de S, relativement aux droites P, Q.

Quant au tableau des nombres caractéristiques, pour S' , il est donné

par (4).

Le théorème XVIII montre que, si la courbe initiale est dans le cas

auquel est appropriée la deuxième forme, l'adjointe est dans le cas cor-

respondant à la troisième forme.

Troisième forme : 2C = ax" 4- a'j-.

En supposant toujours l'équation (3) pour le système circulaire con-

sidéré, je trouve

Joitrn. de Math. (3« série), tome II. — Avril 1876. lo
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La tangente de (5) est la droite x = o, conjuguée harmonique de

y—o relativement aux droites P, Q. Par suite, l'adjointe S' est dans

le même cas que la courbe initiale S. En appliquant successivement ce

résultat, on voit que la droite j? = o est la tangente de toutes les ad-

jointes de rang impair, et/ = o la tangente de toutes les adjointes de

rang pair. En outre, le tableau des nombres caractéristiques reste con-

stamment le même, sauf en ce qui concerne le premier de ces nom-

bres. Ce dernier est successivement, pour la courbe initiale et les ad-

jointes de rang i, 2,..., /,...,

P -ip — q "hp — iq p + ' P — q 1

q P ^p — q q -^-'[p — qi

Ainsi :

Théorème XIX. — Si un système circulaire de In courbe initiale S

a pour origine le point Ù et une tangente différente de P et Q, il en est

de même des systèmes circulaires correspondants, sur toutes les ad-

jointes successives. Pour ces systèmes, les deit.r termes de la première

fraction caractéristique croissent en progression arithmétique de même

raison ; les autresfractions caractéristiques restent toujours les mêmes
_

Sous une autre forme, on peut dire que les ordres de multiplicité de

ces systèmes circulaires forment une progression arithmétique, et que

la somme des ordres des contacts de leurs branches avec leurs tangentes

reste constante.

En effet, la somme des ordres de ces contacts est toujours

et l'ordre de multiplicité du système circulaire de l'adjointe de rang /

est

(jfj,q2 qs^i[p-q)q^q2---qs-

Les théorèmes XVII, XVIII et XIX font connaître, pour une adjointe

de rang quelconque, le système circulaire qui correspond à un système

circulaire de la courbe initiale, s'il est dans un des cas qui correspon-

dent aux formes i, 2, 3. En effet, le théorème XIX fournit la solution

de celte question pour le cas de la troisième forme; et les théorèmes XVII

et XVIII prouvent que, si, pour le système circulaire initial, on se



SUR UNE SÉRIE DE CODRBES ANALOGUES AUX DÉVELOPPÉES. I Sq

trouve placé clans le cas de la première ou de la deuxième forme, on

est ramené au cas de la troisième forme pour le système circulaire cor-

respondant sur une des adjointes suivantes.

Quatrième et cinquième forme.

21. On trouve aisément les résultats compris dans les théorèmes ci-

après :

Théorème XX. — Si In courbe initiale comprend un système circu-

laire dont l'origine soit sur une des droites P, Q, le système circulaire

correspondant sur Vadjointe a même origine, même tangente et mêmes
nombres caractéristiques.

Théorème XXI. — Si la courbe iiùtiale comprend un système circu-

laire dont l'origine soit le point Q et la tangente une des droites P, Q,
le système circulaire correspondant sur l'adjointe a même origine,

même tangente et mêmes nombres caractéristiques.

Sixième forme : 2C = 2byz.

Ici, comme au n° 8 (§ II), on doit distinguer plusieurs cas, et l'on

est conduit, en conservant les notations du n" 8, aux résultats sui-

vants :

1° Si -^ 2, le système circulaire se reproduit tel quel dans l'adjointe.

2° S\ q ^ I, p := 2 el p,^q,, on a pour l'adjointe un système circu-

laire dont l'origine est la même et dont la tangente est différente. Ce

système circulaire est donc dans le cas auquel est relative la quatrième

forme.

3" Si 7 = i , p = 2 et ^1 << 7, , on a pour l'adjointe un système circu-

laire, qui est dans le premier des cas relatif à la sixième forme.

On a donc l'énoncé suivant :

Théorème XXII. — Si la courbe initiale comprend un système circu-

laire dont la tangente soit la droite P et dont l'origine ne soit pas en Ù,

ily coirespond, sur tes adjointes successives, une suite de systèmes cir-
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culaires ayant même origine, même tangente et mêmes nombres carac-

téristiques ; et cela, à partir de la courbe initiale ou de la première

adjointe, suivant que l ordre des contacts des brandies du système ini-

tial avec P est différent de l'unité ou est égal à l'unité.

22. Des divers théorèmes précédents résulte la conclusion sui-

vante :

Théorème XXIII. — ^ partir d'un certain rang-, tout système cir-

culaire propre d'une adjointe d'une courbe quelconque est dans un des

cas suivants :

i" Son origine est en il et sa tangente dijférente de P et Q.

1° Son origine est sur une des droites P, Q, et sa tangente diffère

de cette droite.

3° Son origine est en û, et sa tangente est une des droitesV, Q.

4" Sa tangente est une des droites P, Q, sans que son origine soit

en Q; de plus, l'ordre du contact de chacune de ses branches avec la

tangente est différent de l unité.

A partir du même rang, les systèmes circulaires correspondant à

ceux qui sont dans un quelconque des trois derniers cas ont, sur toutes

les adjointes suivantes, même origine, même tangente et mêmes nombres

caractéristiques.

Les systèmes circulaires correspondant à ceux qui sont dans le pre-

mier cas suivent la loi marquée par le théorème XIX.

Voici maintenant une remarque qu'il est essentiel de faire pour éta-

blir entre les transformées, obtenues au moyen d'une conique toujours

la même, et les adjointes, une différence importante. Pour les trans-

formées, il s'introduit, à chaque rang, de nouveaux points sur la co-

nique de transformation. Pour les adjointes, au contraire, le fait ana-

logue ne se produit pas. En effet, le résultat du n" 19 montre qu'une

branche simple ne peut conduire, pour l'adjointe, à une branche dont

la tangente passe en û. De la sorte, les systèmes circulaires des quatre

catégories mentionnées au théorème XXIII, et qui existent dans l'ad-

jointe à partir de laquelle s'applique ce théorème, sont, à partir de

cette adjointe, en nombre déhnilif. Pour cette rai.son, les degrés et les
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classes des adjointes successives suivent toujours une loi uniforme,

ainsi que je vais le prouver.

Pour y parvenir, on pourrait appliquer aux adjointes les calculs

faits précédemment (§ III) pour les transformées, en y introduisant

des modifications très-simples. Au lieu de suivre cette voie, je puis,

grâce à la remarque précédente, obtenir très-aisément ce résullat

cotnme il suit.

Je considère l'adjointe S à partir de laquelle s'applique le théorème.

Soient m son degré, c sa classe. Le nombre total de ses intersections

avec P et Q est égal à im; le nombre total des tangentes qu'on peut

lui mener de i). est c. Je vais compter de même ces nombres pour la

première adjointe S' de cette courbe, en les dénotant par 2 7?;, et c,.

Considérons l'ensemble des systèmes circulaires de S, qui sont dans

la première catégorie mentionnée au théorème XXIII. Soient R la

somme de leurs ordres de multiplicité, et Ji la somme des ordres des

contacts de leurs branches avec leurs tangentes. D'après le théo-

rème XIX, les nombres analogues, pour S', sont R -i- <«. et âl. Ces sys-

tèmes circulaires figurent, dans le nombre total des inlerseclions de S,

avec P et Q pour 2R unités. Leurs correspondants figurent poiu-

2 (R + iK.) unités dans le nombre total des intersections de S' avec V

et Q. Quant aux systèmes circulaires de S, qui sont dans une des trois

dernières catégories du théorème XXIII, ils figurent pour le même
nombre d'unités dans les deux nombres ci-dessus. On a donc

2 7?2, = lin -'i- 2iK.

Dans le nombre total des tangentes menées de il à S, les systèmes

circulaires (R, A) figurent pour R + A unités. Leurs correspondants

figurent, pour R -j- 2iil unités, dans le nombre des tangentes menées

de D à S'. Quant aux autres, ils figurent encore pour autant d'unités

dans les deux nombres; donc

c, = c -f- ik.

Et, puisque le nombre A se conserve dans toutes les adjointes sui-

vantes, on a, pour l'adjointe de rang i,

nii= m -\- iA, Ci^^ c -\- ÏA.
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Ainsi :

THÉonÈjiE XXIV. — A partir d'un certain rang, les degrés et les

classes des adjointes successives d'une courbe quelconque forment

deux progressions arithmétiques de même raison.

Voici une autre conséquence. Je me reporte à la formule qui donne

le nombre des points d'inflexion d'une courbe ( u" 16, § III). Soil N le

nombre des points d'inflexion de S, sauf ceux qui coïncident avec il,

et soit N,- le nombre analogue pour S,. Je trouve la relation

]S,= N + is\.

Théorème XXV. — A partir du même rang, les nombres de points

d'inflexion des adjointes successii>es, qui ne coïncident pas Ui'ec le point

d'intersection des droites de transformation, forment une progression

arithmétique de même raison que les degrés et les classes de ces

courbes.

Au moyen des résullals ci-dessus, on peut calculer aussi le nombre

des points doubles ordinaires qui subsistent dans une adjointe quel-

conque. Pour y parvenir, il suffit de faire usage d'une formule conte-

nue dans mon Mémoire sur les points singuliers, et qui fournit, en

fonction des nombres caractéristiques, l'abaissement que les systèmes

circulaires produisent dans la classe d'une courbe. Je ne reproduir.ii

pas ici ce calcul, et je me coiUenterai d'énoncer le résultai :

Théorème XXVI. — ^4 partir du même rang, les nombres de points

doubles des adjointes successives, non situés sur les droites de transfor-

mation, forment une progression arithmétique , dont la raison est diffé-

rente de celle des précédentes

.

Il y a des cas où le nombre Ji, qui est la raison des précédentes pro-

gressions, est nul. Alors les degrés, les classes, les nombres de points

d'inflexion sont constants. Dans ce cas aussi, comme on pouvait s'y

attendre, la raison de la dernière progression est aussi nulle. Celte rai-

son est, en effet, b; produit de A par un nombre positif, qui dé|)on(l

de plu^ieurs éléments assez complexes.

J'ai f;iit remarquer précédemment que la figure fornu'>e par une

courbe et ses adjointes successives est corrélative de la figure formée

par nue courbe et ses dévelo|)pées successives. Par suite, des ihéo-
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renies XXIV, XXV et XXVI, on peut conclure le suivant, dont une

partie est contenue dans mon Mémoire déjà cilé :

Théorème XXVil. — A partir d'un certain rang, /es développées

successives d'une courbe algébrique quelconque jouissent des propriétés

stdvanies :

Leurs degrés, leurs classes, les nombres de leurs points de rcbrousse-

nient non à l'injîni et dont les tangentes ne sont pas isotropes, et les

nombres de leurs sommets, forment quatre progressions arithmétiques

de même raison.

Les nombres de leurs tangentes doubles et de Ifui^s normales doubles,

en des points non à l'infini et non isotropes, forment deux progressions

arithmétiques, dont la raison commune est différente de celle des pro-

gressions précédentes.

Je vais conipléter les théorèmes précédents en indiquant conunent

est déterminé le rang qui y figure. D'après les résultats ci-dessus, on le

trouve facilement comme il suit, pour les adjointes :

Théorème XXVIII. — Le rang de la première adjointe à partir de

laquelle s'appliquent les théorèmes XXLLI, XXIf^, XXF^ et XXVI
se calcule de la manière suivante :

1° Si la courbe initiale comptend des branches superlinéaires dont

les origines ne soient pas sur une des droites de transformation P, Q, et

dont les tangentes ne passent pas au point Q. d'intersection de P et Q,

considérez les développements relatifs à chacune de ces branches su-

perlinéaires, et prenez, dans chacun d'eux, le premier exposant Jrac-

tionnaire. Le rang cherché surpasse d'une unité l'entier contenu dans

le plus grand de ces exposants. (Ces développements doivent être laits

suivant les puissances d'une des coordonnées, de telle sorte que le pre-

mier exposant ne soit pas inférieur à l'unité.)

2° Si la courbe initiale ne comprend pas de telles braticlies , et

quelle ait des tangentes passant en ù, dont les points de contact ne

soient pas ù, et qui ne se confondent ni avec P ni avec Q, ou bien si ces

tangentes se réduisent aux seules droites P et Q, mais qu'en même temps

il y ait au moins une branche ayant, avec une de ces droites, un con-

tact du premier ordre, ou un point qui ne soit pas Î2, le rang cherché

est égal à l'unité.
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3" Dans les autres cas, le rang cherché est zéro; les théorèmes con-

sidérés s'appliquent alors à partir de la courbe elle-même.

Pour obtenir le rang à partir duquel s'applique le théorènie XXVII,

il suffit de faire usage du théorème XXVIII, en substituant à la courbe

proposée une corrélative. On obtient ainsi le résultat suivant :

Théorème XXIX. — Le rang à partir duquel s'applique le théo-

rème XXT^JI peut se calculer ainsi : considérez les points de la courbe

proposée, non à l'infini, oii passent des blanches dont les tangentes ne

soient pas isotropes et satisfaisant, en outre, à l'une des deux condi-

tions suivantes :

1° Soit - le premier nombre caractéristique de l'une de ces branches

(elle peut être simple si y = i); le nombre q est différent de [p — i);

2° Ou bien, si le premier nombre caractéristique est —^— (p' étant

un entier), la branche doit admettre au moins un second nombre ca-

racteristique, — •

^ 'h

Si la courbe contient de tels points, le rang cherché surpasse d'une

unité le plus grand des entiers contenus dans les nombres tels que

Si la courbe ne contient pas de tels points et qu'elle ait des branches

infinies, non paraboliques, et dont les asymptotes ne soient pas isotro-

pes , ou bien si elle a des branches infinies dont les asymptotes soient

isotropes et que ces branches aient avec ces asymptotes des contacts

du premier ordre , le rang cherché est égal à l'unité.

Dans les autres cas, le rang cherché est nul. Le théorème XXT'II
s'applique alors à partir de la courbe proposée elle-même.

J'ajoute la remarque suivanle. Si l'on considère une courbe dont les

points s'associent deux k deux, de telle sorte que la normale eu deux

points associés soit la même, on ne doit pas appliquer à une telle courbe

le théorème XXIX. L'application doit en être faite à la courbe, lieu

des milieux des segments compris entre les points associés de la pro-

posée.
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Sur une surface de quatrième classe dont on peut déterminer

les lignes de courbure;

Par m. LAGUERRE.

1. Les propriétés générales des surfaces du quatrième ordre ayant

une ligne double du second ordre et des surfaces de quatrième classe,

corrélatives des précédentes, qui sont doublement inscrites dans un

cône du second ordre, sont actuellement bien connues. L'étude des va-

riétés de ces surfaces peut néanmoins offrir quelque intérêt à l'égard

de leurs propriétés métriques; la surface qui fait l'objet de celte Noie

peut être considérée comme une des corrélatives de l'analLigmatique

du quatrième ordre à centre ou comme une transformée liomogra-

phiqiie de la surface parallèle à l'ellipsoïde : on peut construire ses

lignes de courbure, et sa définition géométrique très-simple la rattache

étroitement aux surfaces du second ordre; on peut la définir ainsi

qu'il suit :

2. Soient S et 5 deux surfaces liomofocales du second ordre, et P

lui de leurs plans principaux communs; par une droite D prise arbi-

trairement dans le plan P, menons un plan toucfiant la surface S au

point M, et un plan touchant la surface S au point m. D'après un

théorème connu, dû à M. Chasles, la droite Mm est perpendiculaire

à D : on peut donc par D mener un plan perpendiculaire à Mm; appe-

lons [x le point d'intersection de ces deux plans.

Lorsque D se déplace dans le plan P, le point [j. décrit une surface 2:,

et c'est celte surface dont je veux étudier les propriétés; je dirai, pour

simplifier le langage, qu'à la droite D du plan I* correspondent res-

pectivement les points M, m et p. des surfaces S, * et 2; en sorte qu'.i

chaque droite du plan correspondent deux points sur chacune des

surfaces du second ordre, et quatre points sur la surface 2i.

Journ. de Math. (3' série), tome II. — Mai 1876. '9
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3. En premier lieu, j'établirai la pro|)osition suivante :

En un point quelconque u. de la surface 2, la normale à la surface

est ladioite pjii^l qui joint les points correspondants sur les siirjaces

du second ordre homojocales.

A cet effet, considérons un point quelconque A situé sur la droiteD,

correspondant au point p.; le cône 0, ayant pour sommet le point A
et circonscrit à la surface 3, louchera cette dernière au point p, et,

si l'on remarque que M m p. est dans l'espace perpendiculaire au plan

U.D, on pourra définir ainsi qu'il suit le cône 0, ou plutôt la courbe

spliérique 0' suivant laquelle ce cône est coupé par une sphère Q ayant

pour centre le point A.

D'après un théorème connu, les traces sur la sphère Q des cônes cir-

conscrits à Set^, et ayant pour sommet le point A, sont deux coni-

ques sphériques homofocales S' eti'; le plan princi|)al P coupe cette

sphère suivant un axe sphérique P' commun à S' et à s' . Par un point

quelconque d' de P', menons un arc de grand cercle touchant S' en M',

et un arc de grand cercle touchant S' en m'; puis, |)ar d\ menons un

arc de grand cercle perpendiculaire à l'arc de grand cercle qui joint

M' et «i'.Eu appelant pi leur point d'intersection, on voit que, quand d'

se déplacera sur P', p! décrira la courbe de contour api)arent0'.

Si la proposition que je veux démontrer est vraie, la tangente

menée à 0' au point p! sera l'arc de grand cercle p! d' \ et réciproque-

ment cette proposition sera démontrée si la tangente sphérique au

contour apparent est déterminée comme je viens de l'indiquer, (piand

l'œil est placé en un point quelconque de D, ou encore connue un

plan est déterminé par deux des droites qu'il contient quand l'œil

est placé en deux points distincts de D. Or, comme je vais le faire

voir, cette construction de la tangente sphérique est facile à vérifier

quand l'œil est |)lacé en un des deux points où la droite D ren-

contre S.

4. Soit H un de ces deux points: la surface S est vue de ce point,

suivant une ellipse sphérique S', et la surface s suivant les deux

foyersy et o île cette ellipse située sur l'arc de graïul cercle perpen-

diculaire à 1".
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Il s'ngit donc de vérifier le théorème suivant :

Si d'un point d' de l'axe P' d'une ellipse sphériqne S' on mène un

arc de grand cercle touchant cette ellipse en M', et si par ci' on

mène un arc de grand cercle perpendiculaire kJ^M', J désignant l'un

des deux foyers de f et y de S' situés sur un arc de grand cercle per-

pendiculaire à P', leur point d'intersection p. décrit une courbe

sphérique tangente à l'arc de grand cercle [xd' ; on, en d'antres

termes, le lien du point [j. est un cercle ayant pour centre le point f .

Ce théorème s'établit facilement dans le cas plus général où le

point d', an lieu de décrire l'axe y^j, décrit un arc de grand cercle

quelconque perpendiculaire à P'.

A cet effet, je ferai remarquer qu'il est évident lorsqu'on remplace

l'ellipse sphériqne par une ellipse plane et que le point M' se meut

parallèlement à l'un des axes; cela résulte immédiatement de ce qu'une

conique plane et un cercle ayant pour centre l'un de ses foyers sont

deux courbes homologiques; si maintenant on projette cette conique

et les axes sur une sphère ayant pour centre un point de la droite

menée par le foyer, perpendiculairement au plan de la conique, on

obtient le lemme sur lequel je viens de ni'appuyer.

La construction de la normale à la surface 2, que j'ai donnée ci-

dessus, est donc entièremenit démontrée.

5. Quelques remarques sur ce qui précède ne seront pas inutiles. En

premier lieu, on voit que les courbes sphériques de contour apparent

de la surface 2, quand l'œil est placé en un point de P, sont suscep-

tibles d'une définition entièrement analogue à celle de la surface 2, et

l'on peut énoncer la proposition suivante :

Etant données deux ellipses sphériques homoocales, si, par un

point quelconque D, on mène des arcs de grand cercle tangents aux
deux ellipses, et si l'on projette ortliogonalement le point D sur l'arc

de grand cercle qui joint le point de contact des tangentes avec les

ellipsesJ le pied u. de l'arc projetant décrit une courbe sphérique tan-

gente à l'nrc de grand cercle u.D.

U est à peine utile d'indiquer qu'un théorème analogue a lieu pour

les coniques homofocales planes.

'9-
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6. Les surfaces S et j' sont respectivement coupées par le plan P,

suivant des ellipses E et e qui sont des coniques doubles de 2.

Des résultats précédents (n° 4) il résulte immédiatement que :

Le cône circonscrit à la swjace 2 et ayant pour sommet un point H
de la conique E se compose de deux cônes de re\>olution coupant le

plan P suivant les tangentes que l'on peut mener du point U à la co-

nique e, et ajant pour axes les génératrices de S qui se croisent au

même point.

Ces quatre cônes ont en commun quatre plans tangents; deux

d'entre eux se coupent suivant la tangente menée au point H à la co-

nique.E : ce sont les plans tangents à la surface en ce point; les deux

autres, qui sont doublement tangents à 2, se coupent suivant une

perpeuiliculaire au plan P.

Il est facile de déterminer le degré de leur enveloppe. La surface 2

est de quatrième classe; en effet, le plan P ne touche évidemment pas

la surface et à une drçite quelconque de ce plan correspondent

quatre points de la surface, et par conséquent quatre plans tangents.

Par suite, le cylindre doublement circonscrit dont je viens de parler

est du second ordre, et il est facile de voir que sa trace sur le plan P
est une conique hoinofocale à E et e.

D'où cette proposition :

La surface corrélative de la surface 2 est une swjace du quatrième

ordre ayant une conique double.

De là se déduiraient facilement diverses conséquences relatives aux

coniques doubles de 2 et aux cônes du second degré qui lui sont cir-

conscrits, mais je crois inutile de m'étendre à ce sujet.

7. D'après ce qui précède, on voit que toutes les droites telles que

Mm sont normales à une même surface. Ce théorème est un cas par-

ticulier du théorème suivant, que j'ai donné, il y a déjà quelques an-

nées [*].

[*] Surquelquespropriétés des surfaces anallagmatiqucs {Bulletin de la Société philo-

mathiquc, 1 868). — Mémoire sur l 'emploi des imaginaires dans la Géométrie de l'espace

[Nouvelles Annales de Mathématiques, i8t?.).
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Étant données deux surfaces du second degré homofocales, si, par
une droite D située dans un planfixe P, on mène des plans qui tou-

chent respectivement ces surfaces en M et en m, toutes les cordes telles

que I\Im sont normales à une série de surjaces.

Dans le cas général, cette série de surfaces comprend une surface

anallagmatique du quatrième ordre; mais, comme je l'ai fait remar-

quer dans un des Mémoires cités ci-dessus, lorsque le plan fixe P est un

plan principal commun aux deux surfaces du second ordre, cette anal-

lagmatique disparaît et est rejetée entièrement à l'infini.

Il importait, dans ce cas, de définir géométriquement et d'une fjiçon

simple une surface particulière coupant orlhogonalement le système

des rayons; d'après ce qui précède, on voit que la surface 1 précé-

demment définie donne la solution de la question. Celte surface se

comporte relativement aux anallagtnatiquesdu quatrième ordre comme
l'hypocycloïde à quatre points de rebroussement relativement au cercl<>.

Dans le cas général, on sait, comme je l'ai montré, déterminer les

groupes de rayons qui forment des surfaces développahles ; il en résulte

que l'on saura déterminer les lignes de courbure de 2; mais, bien que

cette détermination soit comprise comme cas particulier dans les pro-

positions que j'ai données antérieurement sur ce sujet, je crois cepen-

dant utile de la faire directement.

8. Etant donnée une cojùque quelconque R passant par les points

d'intersection des coniques E et e, si la droite D se déplace tnngentiel-

lement « R, /e point [j. correspondant décrit une ligjie de courbure de ^.

Démonstration. — Soient D une tangente quelconque à R louchant

cette courbe au point A; M, m et p. les points qui conespondent rcspec-

livement à D sur les surfaces S, s et 1. Si la droite D, par un déplace-

ment infiniment petit, tourne autour du point A, les points M, m et p.

viennent respectivement en M', m' et p.'. Les plans polaires de A rela-

tivement aux surfaces S et s étant perpendiculaires à P, on voit que les

droites MM' et mm' se projettent sur ce plan suivant les polaires de A
relativement aux coniques E et e; d'où il suit, puisque les coniques

E, e et R ont quatre points communs, que ces projections se coupent

sur la tangente en A à la conique R; en d'autres tercnes, les droites
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MM' et mm' se coupent dans l'espace, les normales en p. et fx' sont

donc dans un même plan et /j.p.' est tangente à une des lignes de cour-

bure qui se croisent au point |x.

Corollaire. — Étant donné le pian tangent à la surface 1 au poitil a,

si l'on désigne par D la droite suivant laquelle ce j)lan coupe le plan P

et par A et B les points où la droite D touche les deux coniques du

faisceau (E, e) qui lui sont tangentes, les droites 17. A el p.B sont les di-

rections des axes de l'indicatrice au point |x.

Connaissant, comme je l'ai montré plus haut, huit cônes de révolu-

lion circonscrits à la surface et la touchant au point fx, on pourrait

construire sans peine les grandeurs de ces axes; mais les constructions

que l'on déduit immédiatement de cette considération ne me parais-

sent pas assez simples pour être rapportées ici.

î). Examinons, dans quelques cas particuliers remarquables, ce que

devient la surface 2.

Si la surface s se réduit à la focale de S située dans le plan P, i] se

confond avec S, et l'on retrouverait ainsi, si on le voulait, les lignes tie

courbure de cette dernière surface.

Si ^ se réduit à une focale de S située dans un plan perpendicidaire

à P, 2 est une cjclide de Dupin. Supposons enfin que les surfaces S et

j se confondent; soient M un point quelconque de S et IMQ la perpen-

diculaire abaissée de ce point sur P, il est facile de voir que la droite

Mm est alors la symétrique de MQ relativement au plan tangent mené

en M à la surface S; en d'autres termes, Mm provient de la réflexion

du rayon MP sur celte surface, et l'on voit, conformément au théorème

de Dupin, que tous les rayons réfléchis sont normaux à 1. De la con-

struction donnée par le point iJ. on déduit d'ailleurs que Mp. = MP;
la surface 2 est donc, dans ce cas, une anticaustique par re/lexion

de la surface du second ordre, les rajons incidents étant parallèles à

l'un de ses axes.

10. De la construction que j'ai donnée des lignes de courbure de 1

on déduit facdement que les développables, lieu des normales le long

d'une de ces lignes de courbure, coupent les surfaces du second

ordres et s suivant un système de lignes conjuguées : je veux dire qu'en
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chaque point de l'une de ces surfaces les tangentes aux courbes du

système qui s'y croisent forment un système de droites conjuguées re-

lativement à l'indicatrice en ce point.

De là diverses conséquences intéressâmes découlant immédiatement

de celte proposition due à M. Ribaucour : « Si les développables lieu

des normales à une surface découpent un réseau conjugué sur une

surface du second ordre S, elles y découpent im second réseau égale-

ment conjugué; elles tracent deux réseaux conjugués sur chacune des

surfaces homofocales à S. Chacune des développables est elle-même

circonscrite à une surface du second ordre liomoforale à S [*J.
»

11. 11 est facile de démontrer que la surface 2Î la plus générale est

une auticaustique par réfraction d'une surface du second ordre, les

rayons incidents étant parallèles à Vun des axes de cette surface.

A cet effet, par une droite D du plan P menons un plan touchatit

la surface S en M et les deux plans tangents à .y; eu appelant m et ni'

les points de contact de ces derniers plans, si l'on mène par D des

plans respectivement perpendiculaires à M/h et à Mw', ils couperont

ces droites en deux points p. et p.' situés sur la surface 1, et que je

désignerai sous le nom de points associés de cette surf^jce relativement

à S. D'une proposition que j'ai donnée antérieurement [**] il résulte

que les droites Mix et M p.' sont également inclinées sur le plan JMD,

et que, par suite, les longueurs M p. et M;jl' sont égales.

Imaginons maintenant la sphère ayant pour centre le point M et

pour rayon Mpt.; cette sphère, d'après les propositions précédentes,

touche la surface 2 aux points p. et p.'; les plans tangents menés à 1

en ces points se coupent d'ailleurs sur le plan P suivant la droite D
qui est située dans le plan mené en M tangentieliement à S. On en

[*] Notice sur les travaux matliématiques de M. Ribaucour, 1873.

[**J Sur quelques propriétés des surfaces anallagmatiques ( Bulletin de la Société

philomathique, i8 janvier 1868).

Étant données deux surfaces homofocales k et "Ë et une droite D, menons par cette

droite les plans tangents aux deux surfaces, et soient b et b' les points de contact rela-

tifs h la surface B, à l'un des points de contact relatifs h la surface A; les droites ab,

ah' sont dans un même plan avec la normale au point a et également inclinées sur celte

normale.
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conclut immédiatement que le rayon de la sphère varie proportion-

nellement à la distance de son contre au plan P, La surface ^, qui est

l'enveloppe de cette sphère, est donc, pour un indice de réfraction

convenablement déterminé, une anticaustique de S, les rayons inci-

dents étant perpendiculaires au plan P.

12. Une partie des résultats précédents peut facilement être géné-

ralisée. En se reportant, en effet, à la proposition que j'ai rappelée

ci-dessus (n° 7), on voit que l'anallagmatique, trajectoire orthogonale

du système de rayons qu'elle définit, est rejetée à l'uifini, non-seulement

quand le plan fixe P est un plan principal commun aux deux surfaces

homofocales, mais encore dès qu'il passe par leur centre; les surfaces

trajectoires de ces rayons doivent donc être considérées comme des

surfaces parallèles à ime anallagmatique rejetée à l'infini.

Pour étudier directement ces surfaces, considérons d'abord une

anallagmatique 1^, déterminée par luie surface du second ordre S et

une sphère d'un rayon donné arbitrairement; étant donné un point

quelconque M sur la surface S, en désignant par D la dislance de M
à la sphère (distance comptée sur une tangente) et par § la distance

constante du centre de la sphère à un plan quelconque P passant par

le centre de S, si l'on considère une sphère ayant pour centre le point M
et pour rayon la longueur (D — o*), l'enveloppe de ces sphères est une

surface parallèle à l'anallagmatique 1^.

Si maintenant on imagine que le centre de la sphère s'éloigne

indéfiniment suivant une direction perpendiculaire au plan P, son

rayon conservant toujours du reste une valeur finie, l'anallagmatique 2^

est alors rejetée à l'infini : la longueur (D — c?) devient la distance du

point M au plan P et la surface 1 parallèle à la une aulicaustique par

réflexion de S, les rayons incidents étant perpendiculaires à P.

Pour déterminer les lignes de courbure de cette anticaustique, je

rappellerai les propositions suivantes, que j'ai données dans ma Note

Sur quelques propriétés des surfaces anallagmatiques déjà citée.

Etant donnée une surjace anallagmatique l,, définie au mojen d'une

surface de second ordre S ci d'une sphère directrice 0, imaginons la

surface développahle qui leur est circonscrite : elle a pour lignes doubles

quatre coniciucs planes ; Il désignant l'une quelconque de ces coniques
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et Q son plan, H est situé sur une surface du second ordre s honio-

jocale à S. Si par une droite D, prise arbitrairement dans le plan Q,

on mène un plan tangent à S et un plan tangent à s, la droite qui joint

les points de contact est normale à Ig.

Imaginons une quelconque des coniques passant par les quatre points

communs au plan Q et aux sur/aces S et s, lorsque la droite D rou-

lera sur cette conique, les /lormales à 1^ correspondantes formeront

une surjace développable et traceront mie ligne de courbure sur cette

surface et sur toutes celles qui lui sont parallèles.

15. Appliquons cette proposition an cas où la sphère s'éloigne à

l'infini dans une direction II perpendiculaire au plan P, son rayon de-

meurant fini. La surface développable circonscrite se réduit alors sen-

siblement à deux cylindres infiniment peu différents l'un de l'autre et

dont les génératrices sont sensiblement parallèles à H. Une seule de

ses lignes doubles est à distance finie : c'est une conique différant infi-

niment peu de la section de la surface S par le plan conjugué à la

direction H; la surface homofocaie qui la renferme diffère elle-

même infiniment peu de S; on peut donc énoncer la proposition

suivante :

Considérons des rayons lumineux parallèles a une direction H et

venant se réfléchir sur une surface de second ordre S ; soit Q la courbe

de contact de celte surface avec la développable [*] isotrope qui lui est

circonscrite. Le plan conjugué à la direction H rencontre û en quatre

points ; considérons l'une quelconque des coniques qui passe par ces

quatre points; sa polaire, relativement à S, est un cylitulre du second

ordre coupant S suivant une biquadratique . Les rayons réfléchis le long

de cette biquadratique forment une surface développable, et par con-

séquent déterinineJit sur l'anticaustique une ligne de courbure.

14. Les mêmes considérations s'appliquent au cas de la réfraction,

en supposant que la sphère 0, en s'éloignant à l'infini, demeure tou-

jours inscrite dans un cône de révolution donné.

[*] J'appelle ainsi la dévclo[)paljle dans la(]»elle sont inscrites toutes les surfaces

homofocales à S.

Joiirn. de Math. (3* série), tome II. — Mai i8-;6. 20
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On obtient ainsi le théorème suivant :

Étant données deux surfaces homofocales du second ordre S et s

et un planfixe P passant par leur centre commun, si, par une droite D
prise arbitrairement dans le plan P, on mène un plan tancent à S et

un plan tangent à s, la droite qui joint les points de contact engendre,

lorsque D se déplace, un sjstème de rayons.

Tous ces rayons peuvent être considérés comme provenant de rayons

incidents parallèles et se réjractant sur S avec un indice de réjractioji

convenablement choisi; ils peuvent être également considérés comme

provenant des rajons incidents parallèles et se réfractant sur s , la

direction de ces seconds rayons et leur indice de réfraction étant gêné-

ralement différents de la première direction et du premier indice de

réfraction

.

Ces rayons sont normaux à deux anticaustiques par refraction, la

première relative à la surface S et la deuxième à la surface s, et l'on

peut déterminer les lignes de courbure de ces anticaustiques.

Je ne sais si l'on avait remarqué les rajjports étroits qui relient

entre elles la théorie des anlicaustiques des surfaces du second ordre

et la théorie des surfaces homofocales, non plus que la détermination

simple qui en résulte de leurs lignes de courbure.
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Lettre adressée à AI. Resal ;

Par m. EŒIIVE.

Mo]NSIEUR
,

Je fais appel à votre bienveillante impartialité en vous demandant

d'accueillir les observations suivantes au sujet du Mémoire Sur les

fonctions de Legendre, publié par M. Laurent dans le Cahier du mois

de novembre i8^5 de votre Journal de Mathématiques

.

Avant la publication de mon Traité Sur lesfonctions sphériques, les

recherches sur ces fonctions se réduisaient en général à établir et à

démontrer, de la manière la plus directe et la plus rigoureuse, les dé-

couvertes profondes de Laplace. C'est en considérant, en même temps

que la fonction P (de Laplace et de Legendre), une nouvelle fonc-

tion Q, de seconde espèce, que j'ai été conduit aux résultats obtenus

dans mon Ouvrage. Or, en parlant de mon livre, M. Laurent se con-

tente de dire : « M. Heine a publié en Allemagne un Traité complet

des fonctions X„ et de leurs conjuguées; mais ce Traité pourrait être

considérablement simplifié en faisant usage du calcul des résidus. »

Après avoir, de cette manière, cité mon nom, M. Laurent donne dans

la suite de son Mémoire presque exclusivement mes résultats, à l'ex-

ception toutefois de ceux qu'il emprunte, sans les nommer, à Ivory,

à Jacobi, à Dirichlet et à Neumann.
La formule (lo ) de M. Laurent

-=r (iif

( .c -1- cos h y y' Jc- — i )"

a été trouvée par moi [p. Sg, formule (19); p. 70, formtde (21) de

mon Traité!.



L'article V de M. Laurent « sur un développement important -i con-

tient rua formule

—^, =2(2«-f- i)P"(:r)Q«(r),

[formule (i4) de mon Traité] avec cette seule différence que M. Lau-

rent ne donne que plus tard, dans son article Vil, à la fonction Q, la

forme simple sous laquelle je l'ai présentée. C'est encore moi qui ai

donné le théorème que le développement dont il s'agit est inadmis-

sible, si la condition

mod. {a- -1-- \ a- — 1 ) < mod. (
) + \ ;- — i)

n'est pas remplie (§ 41 de mon Traiié).

La fonction génératrice des quantités Q (1 de M. Laurent) a été éga-

lement liouvée par moi [p. 37, formule (18) de mon Traité]. En voilà

assez de mon droit; les lecteurs jugeront d'ailleurs s'ils trouvent, dans

le Mémoire de M. Laurent, la rigueur des démonstrations, la fdiation

des idées et la généralité que j'ai obtenues dans mon livre.

Dans ses préliminaires (art. 1), M. Laurent introduit les fonc-

tions X„ par la formule de Lagrange, en se servant de la méthode de

Jacobi [voir Journal de Crelle, vol. II, p. 2a3, ou le Journal de

M. Liouvdle, vol. II, p. loj], et il parvient à la formule d'Ivory

_ I d" x'— I
"

qu'il attribue à Rodrigues. Dans quel recueil, dans quelle publica-

tion se trouvent les titres de Rodrigues à cette découverte?

La formule (iG) de M. Laurent

a été obtenue par >L François Neumann père [formule (24) de mou

Traité].

L'article VIII de M. Laurent se trouve dans une brochure de

M. Charles Neumnnn fils, qui prend pour point de départ mon déve-

loppement de [y — x)"'.



LETTRE ADIirsSÈE A M. IlESàL. lOT

M. Laurent attribue à Laplace la formule (qui n'est admissible que
pour des valeurs de x, dont la partie réelle est positive)

(" ^" = ;r(7 y/jc' — I cosb.)"

mais sans donner le moyen de contrôler son assertion, en indiquant

dans quel passage de ses Œuvres elle a été doiuiée. Cette assertion, en

la supposant exacte, serait très-précieuse pour moi; car, malgré mes

recherches, je n'ai pu trouver la formule (8) que dans le Mémoire de

Jacobi [Journal de Crelle, vol. XXVI, p. 82, 85], et je serais heureux

de pouvoir rectifier cette erreur (si c'en est une) dans la seconde édi-

tioç de mon Traité, qui va paraître bientôt.

L'équation (6) de M. Laurent est l'expression connue de X„, trou-

vée par Dirichlet {voir mon Traité, § tO) et simplifiée par M. Mehler

[Annales de Clebsch, t. V, p. il\i); mais la démonstration que M. Lau-

rent en donne manque de rigueur.

Après avoir eu aussi longtemps le devoir de critiquer i\L Laurent, je

ne terminerai pas sans lui avoir fait mon compliment sur sa formule

2(2« + i)X„Z„ = '^^ (Z,,^, X„ - X,,^,Z„\

de laquelle on peut réellement se servir d'une manière utile pour la

démonstration de mon développement de (;• — x)"^.

Veuillez agréer, etc.

Heine.

H:iIlc-sur-Saale, 6 janvier 1876.



EXTRAIT 1) UNE LETTRE ADRESSEE A M. IIERMITE.

Extrait d'une Lettre adressée à M. Hermite;

Par m. L. FUCHS.

Mon Mémoire traite des équations différentielles linéaires du second

ordre qui possèdent des intégrales algébriques, et d'une application

nouvelle de la théorie des invariants.

Chaque intégrale de l'équation différentielle est une fonction li-

néaire et homogène de deux solutions fondamentales 7,, ^2 de cette

équation, avec des coefficients constants. Une intégrale quelconque,

algébrique, étant -/j toute fonction symétrique des diverses valeurs

qu'admet vj est une forme binaire des deux quantités j, et j^,, qui est

elle-même une fonction rationnelle de la variable indépendante z. Mais,

comme elle peut être un produit de puissances entières d'autres formes

binaires, il est nécessaire de considérer ces formes binaires composées

des quantités j)',, J'2> qn' représentent des racines de fonctions ration-

nelles. Désignons leur complexe par <I>.

Si l'on peut satisfaire à l'équation différentielle par la racine d'une

fonction rationnelle, les formes linéaires seront du plus petit degré pos-

sible, parmi celles du complexe <I>; en général, nous allons chercher le

degré minimum N qui puisse être attribué à une forme de ce com-

plexe.

Comme/, et /, se changent, par les divers chemins qu'on peut faire

suivre à la variable z, en des fonctions linéaires et homogènes do ces

mêmes quantités, avec des coefficients constants, les diverses valeurs qui

en résultent, pour une forme composée de j', et jo, s'obtiennent au

moyen de substitutions linéaires effectuées sur j, et j.. En m'appuyant

sur cette remarque, je démontre que les covariants d'une forme du com-

plexe '!> représentent aussi des racines de fonctions ntlioiniellcs. De là

résulte que les covariants de la forme du degré mininuini N, dont les

degrés sont inférieurs;! N, doivent tous s'évanouir identiquement. On
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pourrait, par suite, obtenir facilement le nombre N, si l'on possédait

la solution du problème suivant : Trouver l'expression algébrique des

formes binaires de degré m, dont tous les covariants de degré moindre

que ni disparaissent identiquement. jMais ce problème n'étant pas en-

core résolu, voici la marche que j'ai suivie pour déterminer N.

Parmi les racines d'une équation algébrique irréductible qui satis-

font à l'équation différentielle, je distingue celles dont les quotients nt»

sont pas constants, en désignant leur ensemble par le nom de système

réduit des racines. Chaque forme du complexe <I>, comjjosée des

termes d'un système réduit comme facteur, étant aussi appelée yôrme

primaire, je trouve que la forme de degré minimum N représente,

aussi bien que son covariant hessien, une forme primaire. Je conclus

ensuite, de l'expression même du covariant du hessien, que N ne peut

être supérieur à 12; puis, au moyen d'une réduction ultérieure, que N
n'a qu'une des valeurs 2, 4, 6, 8, 10, 12.

Donc, pour que l'équation différentielle possède des intégrales al-

gébriques, il faut qu'une forme dont le degré est l'un de ces nombres

soit une racine d'une fonction rationnelle de la variable indépendante;

et le théorème réciproque a lieu, en exceptant le cas de N := 2.

Pour reconnaître s'il y a des formes qui représentent des racines do

fonctions rationnelles, j'ai employé deux méthodes : l'une ramène à

la question de satisfaire à une équation différentielle liné.iire, par la

racine d'une fonction rationnelle. En effet, toute forme en )\, ja? et

du degré m, satisfait à une équation différentielle linéaire d'ordre

m 4- I ; donc généralement, pour que l'équation différentielle donnée

possède des intégrales algébriques, il faut et il suffit qu'une équation

différentielle linéaire déterminée, et dont l'ordre ne surpasse point le

nombre 12, puisse être satisfaite par la racine d'une fonction ration-

nelle. Mais la question de satisfaire à une équation différentielle par la

racine d'une fonction rationnelle se réduit à la question élémentaire de

reconnaître si un système d'équations linéaires admet des solutions

finies. Ensuite je montre comment on peut parvenir à ce système d'é-

quations linéaires, sans former effectivement l'équation différentielle

d ordre N -f- i, mentionnée pins haut.

La seconde des deux méthodes dont j'ai parlé s'appuie sur une re-

cherche directe des changements qu'éprouvent les formes composées
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de j, et J'ai par les chemins divers de z, en employant les coefficients

de ces relations linéaires et homogènes, qui lient les systèmes fonda-

mentaux d'intégrales appartenant aux divers points singuliers de l'équa-

tion différentielle, relations que j'ai développées dans le Journal de

M. Borchardt, tome LXXV, page 208.

Enfin j'ajoute quelques théorèmes particuliers, parmi lesquels je ne

mentionne ici que le suivant : Les nombres rationnels qui représentent

les racines des équations fondamentales déterminantes , appartenant

aux divers points singuliers de Véquation -— ^ V y et à r = x , étant

réduits à leur plus simple expiession, si l'un des dénominateurs sur-

passe le nombre 10, la proposée ri a pas d'intégnde algébrique, à moins

cependant que la racine d'une/onction rationnelle ne satisjasse à cette

équation ou à l'équation en j-

.

Heidelberg. janvier 18-6.
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Supplément au Mémoire sur le mouvement de rotation

de la Terre;

Par m. Emile MATHffiU [1.

Explication de l'extrême petitesse du rapport

17. Bien que l'on dût s'attendre à ce que le rapport — — fîit nota-

blement plus petit que l'aplatissement de la Terre, on peut être surpris

de trouver que cette quantité est plus petite que le y^toûô ^e cet aplatis-

sement, quand on songe à l'irrégularité de la profondeur des mers et

aux différences de niveau des divers points de la surface terrestre, qui

s'éloigne sensiblement de rellipsoïde, d'après les mesures direcles qui

ont été faites des degrés des méridiens; et l'on ne saurait admettre da-

vantage que la Terre est exactement de révolution.

Cependant on peut s'expliquer l'égalité de B et A par les réflexions

suivantes.

La Terre a été originairement fluide, et, si l'on imagine que dans cet

état elle ait tourné autour d'un axe de direction invariable, elle était

formée de couches ellipsoïdales de révolution; à cette époque, B était

égal à A. Les cataclysmes qui ont ensuite eu lieu à la surface de la

Terre, devenue solide, ont notablement altéré cette surface; mais

l'égalité des deux moments principaux d'inertie A et B dans un corps

n'implique pas nécessairement que ce corps soit de révolution, et l'on

peut très bien comprendre que, certains terrains s'étant élevés et d'au-

tres abaissés, il s'est tait, en générai, une compensation, en sorte que

B — A ne soit pas resté nul, mais soit devenu une petite quantité.

Aussitôt qu'une différence entre B et A a eu lieu, l'action du Soleil

et de la Lune a produit un petit balancement de l'axe de rotation de la

[*J yoir ce Recueil, mêine tome, p. 33.

Journ. de Math. ^3" série), tome II. — Mai 1S7G. 2 I
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Terre autour de l'axe de son plus grand moment d'inertie. Ces petites

oscillations ont produit des mouvements intérieurs de la masse en fu-

sion qui, par ses frottements, ont dû tendre à éteindre ces oscillations;

mais, comme elles ne pouvaient disparaître que par l'égalité de B et A,

la niasse liquide intérieure a dû lentement soulever ou abaisser des

parties de la croûte terrestre, ainsi que cela a encore lieu maintenant,

de manière à rétablir l'égalité des deux moments d'inertie.

Laplace,dans sa Mécankine céleste {V^VArlie, Liv.III, n''32)et dans

son Exposition dn système du monde (TNote Vil), suppose que les

fluides qui recouvrent la Terre ont détruit par leur frottement et par

leur résistance les oscillations primitives de son axe de rotation. Cette

hypothèse peut paraître vraisemblable quand on ne sait pas que les

deux moments principaux par rapport aux axes de l'équateur doivent

être égaux |)our que ces oscillation» disparaissent; mais il est évident

que les mouvements intérieurs de la Terre peuvent, plutôt que les mou-

vements des fluides à sa siu-face, amener l'égalité des deux moments

d'inertie A et B.

, , , , , ,
. , B — A

Ainsi, en résumant, nous avons trouve d abord que la quantité —-—

,

si elle n'est pas nulle, est si petite que les résultats de toutes les obser-

vations astronomiques sont les mêmes que si B était égal à A; en se-

cond lieu, il résulte des réflexions qui précèdent qu'il y a lieu de pen-

ser que — -— doit être encore bien au-dessous de la limite que nous

avons calculée par cette considération au n° ïl\

, ,
B - A , ,

Pour nous représenter la petitesse du rapport ——- trouve dans ce

numéro, comparons la Terre à un ellipsoile homogène de même
masse dont les demi-axes, peu différents entre eux, soient désignés par

a, b, c, a étant le plus grand et c le plus petit. En représentant par M
la masse de l'ellipsoïde, on aura, pour les moments principaux d'inertie

de cet elhpsoide par rapport aux axes 2a et -ih,

^=^ 5 ' ^=^--^-5

et par suite

B — A _"^— l>\

B~ ~ fl' -t- c"'
'
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OU aura donc à très-pou près

B—A_a—b

En mettant pour a le rayon de lu Terre et supposant ci — b -- .i'", nous

aurons

B — A _ 2 I

B 63bG6oo 3i333oo

B - A
Donc la quantité — — relative à la Terre est plus petite que lii

même quantité rtlalive à un ellipsoïde dont les trois axes différeraient

peu et les demi-axes a ei b seulement de 2 mètres, résultat hien remar-

quable quand on songe que les différences de niveau des divers points

de la surface du globe terrestre peuvent s'élever à 8000 mètres.

Les oscillations des mers, parsuite du phénomènedu flux et du reflux,

doivent faire varier la qunntité - —
•> dontia valeiu'moyenneest nulle;

mais il n'en |ieut résulter que des oscillations insensibles de l'.ixe de

rotation. En effet, les plus hautes marées des côtes de France situées

sur l'océan Atlantique sont de 3 mètres; si l'on suppose le globe ter-

restre formé entièrement d'eau et que l'on prenne 3 mètres pour la

plus grande différence de hauteur de la mer, sur deux dianiètns de

l'équateur perpendiculaires entre eux, on aura

B — A _ 3

B~ ~ 636660O '

mais, comme la densité moyenne de la Terre est égale à cinq fois celle de

l'eau, cette quantité devrait encore être divisée par 5; elle est doncex-

Irèmemeiit petite.

La démonstration de l'égalité de B et A par l'observation des oscilla-

tions du pendule ou par la détermination de la longueur du pendule

qui bat la seconde exigerait un nombre immense d'observations faites

à la surface de la Terre et qu'il faudrait soumettre ensuite au calcul;

mais il semble même par ce moyen à peu près impossible d'atteindre à

hi précision à laquelle je suis parvenu. On doit remarquer que ma mé-

21

.
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thode pour étudier le rapport
"

consiste à prendre pour pendule

la Terre elle même, et de l'invariabilité de son axe de rotation je con-

clus l'égalité de A et B.

Pour terminer, remarquons cette phrase de Poisson {Sur le mouve-

ment d'un corps solide. Mémoires de l'Académie des Sciences, t. XIV,

p. 298; i838) : « Il est bien remarquable que les mêmes forces qui

font décrire dans le ciel aux pôles de rotation de la Terre un cercle

d'une grande étendue, à la vérité dans un temps très-long, soient im-

puissantes pour changer leur position à la surface et qu'elles n'y pro-

duisent que des oscillations très-rapides dont l'étendue est insen-

sible. »

D'après les recherches précédentes, l'explication du fait signalé

par Poisson est facile. Les inégalités de la précession ont en effet,

comme on sait, pour coefficient, la quantité ^^ ~— 5 qui a une va-

leur sensible, tandis que les inégalités du déplacement des pôles à

la surface de la Terre oui pour coefficient la quantité —^ > qui est

nulle ou insensible.
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Note .sur le mouvement du système de deux pendules simples,

dont l'un est attaché à un point fixe et Vautre à la masse

qui termine le premier;

Par m. h. RESAL.

Soient O le point fixe du premier pendule; /, m sa longueur et sa

masse; « son inclinaison sur la verticale.

Nous affecterons d'un accent les quantités qui se rapportent au se-

cond pendule min'y en désignant par N l'action qu'il exerce sur la

masse m.

Nous aurons d'abord

(i) m/— = — mg sin« 4- N sin(«' — a)

puis, d'après la théorie du mouvement relatif,

(2)
, 1/ d^"

I I r ri \ 1
d''^

ml -r- — — "î « suia — m cos(« — a.)l -j-ri

(3) N = m'g cosa' -t- m'I' -^, — m' sin (a' — ot.)l ^.
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Si, comme nous le supposerons dorénavant, les angles a et a' sont

suffisamnient petits, nous pourrons prendre N = m' g, et, en posant

/'

les équations (i) et (2) deviendront

\2 -1
'

,//^
~

/
''

df-
'

elles seront satisfaites par des valeurs de la forme

a = M cosli{t -\- £) , a' = M' cosA ( / -^ £ 1

.

M, M', A-, £ étant des constantes.

En substituant, on trouve

(3) M'=-^.+p.-A--).

(4) >• A • - (1 + y.) (> + >•) 7
^' '^

( '
-+'

l^-) z = <-'
'

d'où

A l'inspection de l'équation (/j), on reconnaît que les deux valeurs

qu'elle donne pour k- sont, ou réelles et positives, ou imaginaires. La

condition pour qu'elles soient réelles est exprimée par

( I — /j- -.- (1 ^- Ij-u. > o,

et sera toujours satisfaite.

Ainsi l'équation (4) a quatre racines réelles égales deux à deux et

de signes contraires; mais il nous suffit de considérer les racines posi-
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tives A,, /.,. s )ient M,, M', et M^, M,, les valeurs de M et M', qui leur

corres[)ondeiit respoclivemeiit, el £,, s., celle de î. Posons

/'.

Les intégrales des équations (i') et (2') seront

\ (X r= M, coS)?-| [t M- £, 1 + M, coskJt 4- =2),
(o) V

( a'~ //,M', cos/|'< -I- e,) +- h^Mi cosÂofi 4- £,).

Chacun des pendules exécutera donc, en général, simultanément

deux oscillations dont les durées seront difiérentes, mais qui seront

respectivement les mêmes pour les deux pendules. Le mouvement os-

cillatoire ne peut être simple, quelles que soient les conditions ini-

tiales, pour les deux pendules, que si >. = o, c'est-à-dire quand le sys-

tème se réduit à un seul pendule.

Il serait encore simple pour le pendule inférieur si l'un des coeffi-

cients h,, h^ pouvait s'annuler, ou si l'équation (Zj) pouvait être vérifiée

pa r

mais cela ne peut avoir lieu que si p. = o, ce qui réduit encore le sys-

tème à un seul pendule.

Les deux oscillations coexisteront ainsi dans les deux pendules sans

qu'aucune d'elles puisse s'annuler, sauf dans le cas où les conditions

initiales du mouvement sont telles que l'une des constantes M,, Mo
est nulle.

Lorsque les vitesses initiales sont nulles à l'origine du temps, on a

a -= M, cosA-,< -+ Mo cosA%^

a' ^ /i, M, cosA:, t -h h.M-, cosA,/.

Soient «„) ^u 'es écarts à l'origine du temps du pendule supérieur,

«y du pendule inférieur; si les deux écarts satisfont à la relation
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(z'q = a^A,, nous aurons

a. = a^ cosA", t,

a' = 'Xg cosA , /,

et les pendules exécuteront des oscillations simples dans le même
temps

Proposons-nous maintenant de voir si la durée d'une oscillation

peut être double de celle de l'autre, ou si l'on peut avoir k\ = ^k\\

d'après l'équation (4), on aurait

l^k\ =r(i-f-p.)^;

d'où, par l'élimination de /c],

4X=(l -r- [J.) +- X[8(l -i- [}.)
— 25] -H 4^1 + /x) -r G.

Si l'on considère X comme inconnue, cette équation ne peut avoir

ses deux racines réelles que si fx < -^' Ainsi, si cette condition est rem-

plie, on aura pour le pendule inférieur deux longueurs qui rendront

harmoniques^ si l'on peut s'exprimer ainsi, les deux oscillations-,

ces deux longueurs seront égales dans le cas où /u, = ^'
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Mémoire sur Vattraction des sphéroïdes elliptiques Iiowogènes

;

Par m. F. TISSERAM).

La détermination de l'attraction exercée par un ellipsoïde homogène

sur un point extérieur a provoqué les recherches des plus grands géo-

mètres. Laplace, le premier, adonné la solution de ce problème en

démontrant que les potentiels de deux ellipsoïdes homofocaux, relatifs

à un même point extérieur, sont entre eux comme les masses de ces

ellipsoïdes; on ramène ainsi la recherche de j'attraclion d'un ellipsoïde

sur un point extérieur à celle de l'attraction d'un antre ellipsoïde sur

un point de sa surface, question très-facile à résoudre.

Le théorème en question a été démontré par Laplace au moyen d'une

analyse très-compliquée; depuis, Ivory en a donné une solution très-

simple. Avant ce travail d'Ivory, en 1792, Lagrange s'était proposé de

donner une démonstration analytique simple du théorème de Laplace.

Indiquons rapidement la voie suivie par Lagrange.

Soienty, g, h les coordonnées du point attiré, rapportées aux axes

de r ellipsoïde, dont les longueurs seront représentées par aa, 2b, 2c;

soient JC,j', z les coordonnées d'un point quelconque de l'intérieur de

l'ellipsoïde, A la distance de ce point au point attiré, o la distance de

ce dernier point au centre de l'ellipsoïde; en supposant la densité de

l'ellipsoïde égale à l'unité, on a, pour le potentiel de l'ellipsoïde,

(,) v=///'i4± = d.T dr dz

\[f-^]'+(g—j-Y-+-

où les intégrations s'étendent à toute la masse de l'ellipsoïde.

Ce qu'il faut démontrer, c'est que V est de la forme

(2) y=-l7:abca{a^-h\b'-c'),

Journ. de Math. (3° série), tome II. — Mai i8;6. ^



I^O F. TISSERAND.

étant une fonction de

a-—h\ b-—c-, f,g,h.

Pour y parvenir, Lagrange introduit, an lieu des coordonnées rectan-

gulaires^i g, h, les coordonnées polaires p, X, p. du point attiré, par

les formules

(3) A=;pcos)., g = p sinX siufx, _/= p sinXcos|Ji,

et il développe - suivant les puissances descendantes de p, comme il

suit :

1 ,s I I P, P, p.

(4 - = - + - + - + -+...,
A p p- û-' p'

où les quantités P,, Po,... sont des fonctions de X et [x.

p. I

Il s'arrête au terme en —> substitue cette valeur de - dans l'expres-
p? A

sion (i) du potentiel, effectue l'intégration, et uiontre que l'expression

qui en résulte pour V est bien de la forme (2). Mais ce résultat n'est

démontré que jusqu'au terme en V^; on ne voit pas du reste comment
l'analyse de Lagrange s'étendrait au cas général. Le but du y^résent

travail est de démontrer le tliéorème de Laplace, en suivant la voie

tracée par Lagrange, d'une façon tout à fait générale.

Je commencerai par reproduire la démonstration de Lagrange pour

PoetP,.

Portant l'expression (4) de - dans (i), on a

(5) Y = ^fffdxdjch + '- j-/'/P, cijL-dyrdz + . . . .

Il est aisé de voir que, P,, P„, . . . étant dts fonctions entières impaires

dex,j-, z, les termes qui les contiennent dans la formule (5) ne don-

nent rien, les intégrales correspondantes pouvant se décomposer en

éléments deux à deux égaux et de signes contraires. Posons, pour
abréger, dM = dxdjdz, re|)résentons par M la masse de l'ellipsoïde et
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nous aurons

(6) V = - 4- -, fP.dM + \ fV.dM -+- - / PVM -i- . . .

.

Pour effectuer les intégrations, Lagrange s'appuie sur la formule sui-

vante, aisée à démontrer :

ifjL-'"j-"'j'(rM

(7) ; ^ [1 .3.5. .. (3ffl— i^][i -s.s. 2/?-ii][i .s.s. 12/-1
] ;l^^^2mp«^,^/.

'

5.n.g...t2/H-f-2n-l-2/— 3)
'

dans cette formule, les intégrations qui figurent au premier membre

s'étendent à toute la masse de l'ellipsoïde.

Cela posé, ?„ est de la forme

(8) Po = Ax- H- Bj- + Cz- -f- D/s -f- Esx + Yocy,

les coefficients A, B,... étant des fonctions de À et de p..

Les termes en j-z, zx, x;- ne donneraient rien dans les intégrations,

et l'on aura

/P.rfM = \Jx-dM + B/>=rfM -H C/.r-^M.

Appliquant la formule (7), on trouve

On aura donc

(9) /Pa^m = I (Art*+ Bè^ 4- Cc^.

Or la fonction - vérifie l'équation différentielle

(,o) rf- ./- ./-

1 h -— =0.
dx- dy- dz'

En substituant dans cette équation la valeur (4) de -1 on en conclut que
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toutes les fouctious P vérifient l'équation

rf'P rf-P (PP
(")

d.v-

Si l'ou porte en particulier dans cette équation la valeur (8) de Po, on

trouvera la relation

A + B + C = o,

qui permettra d'écrire l'expression (g) de jV^dM comme il suit :

/P,^M=|[A(rt--c=)+B(è^-c»)J.

Cette expression est bien de la forme (2),

Passons au terme P^ ; d'après ce qui a été dit, on verra que

(..)

i P, = Ax^ -f- Bj-' + C;* + Dj-z- + E::'a:=' + Fx-j-

\

-+- des termes impairs en x, y ou z.

Les termes impairs ne donneront rien dans l'intégration, et l'on aura,

en employant la formule (7),

(i3) /P^f/M =
1^

(3A«^ + 3B/>'' -+- 3Cc'' + Dô4= + F.e a- + Y a' h^).

Or, en substituant l'expression (12) dans l'équation (i 1) et annulant

les coefficients de x"-. j- et ;-, on trouve

I

GA + E -+- F = o,

(i4) GB + F + D=ro,

( GC + D A- E = o.

Portant dans (i3 1 les valeurs de A, B, C, tirées des relations (i/i , il

vient

Ç\\d},l = - ~- [D(^= - c')- + E(6'- - a-;" + V[n- - h- ;"],
JO

expression qui est bien encore de la forme (2), car on peut y remplacer

rr — c^ par [n- — /;-) + [b- — c^).
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En opérant de la même façon, Lagrange démontre encore le théo-

rème pour Pe, mais les calculs se compliquent et il semble difficile

d'arriver ainsi au résultat cherché dans le cas général.

Je vais démontrer que, / désignant un entier positif quelconque, on a

(i5) /p2iV/M ^M^{a--b\ b' - c-).

On a en effet

(16) Pai= lA''^m,?i,lx-'"f-"z-'-^lB.x-"''^'j-"'*'z-'\

les nombres entiers 772, n, l, m', n\ V vérifiant les relations

2 /?i -f- 2 7i -t- 2 / = 2 /,

im' -~ 111' -\- 2/'= 2/ — 2.

Dans la formule (i6), on devrait faire entrer aussi des termes en

~,2m' ,.2n'+( ^2/'+l ^;m'+l ^2h',2."+I .

•JL J ^ , JL J ^
,

mais on verra que tous ces termes nous sont inutiles.

Dans l'équation

, cfVo.i d-Vii (PP7.i

('7) -^7ïr+^7^-^-;^ = o

substituons la valeur (i6) de P2/, nous trouverons trois termes

en jc^'" j'"-" Z-'
, provenant des termes qui ont pour coefficients

A^'in -h 2, n, l, A''h7i, n + 2, /, A'' m, «, / + 2 ;

la somme de ces termes devra être nulle, ce qui noi;s donne la rela-

tion

(18) [2in-h 2)'2m-+- i^A''/?2 + i ,/i,l-h{ifi^i' hii-h \)

A^'i/i, n+ 1, Z+ (2/ -H 2) '2/+ i)A'''//z, n, l + \ — o.

Or on a, en partant de l'équation ( 16),

/P2/<-/iM = IA"'/72, n, ljx-"'j-"z-'(M;
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et, en appliquant la formule (7),

'. ï'-' .' ' ' 5.7.. . (2WI + 2« + 2/ -+- û)

Il s'agit de montrer que, dans le second membre, le coefficient R de M
est de la forme

(20) K = F[a- — b-,a- — c-, b- — C-).

Or luie semblable fonction vérifie l'équation

rfK f/K rfK

et réciproquement, si le coefficient R vérifie identiquement l'équation

aux dérivées partielles (21), R sera de la forme (20), car l'expres-

sion (20), dans laquelle F désigne une fonction arbitraire, est l'inté-

grale générale de l'équation (21). Le tout est donc de prouver que la

fonclion

,^^, ^ ^ ,,„,„, „^,
|,.B.6..,„-,,lI,.^5..1^.;i[.3.5..,.,-.l „.,.,.„^.,

vérifie l'équation (21).

Substituons donc cette valeur de R dans (21), et cherchons à distin-

guer dans le résultat de la substitution les termes en a-"'b""c-'; nous

en trouverons trois ayant respectivement pour coefficients

j..3.5...(2..+.1][i.3.5...(2.-.;][..3.5...(2/-.] ^ ^ ^,,^ ^^^ ^_

5.7...(2/n H-2n + 2/ -1-5
)

^ •'

rK3.5...(2.>--.)ir..3.5...(2.-.,)][..3.5...(2/-,)]
5.7...(27n 4-2/J-t- 2/-(-5) ^ ' ' ' '

f..3.5...(2.,-.nf;-3.5...(2.-.)][..3.5...(2/ + .)] ^^^^^^^ ^^_^
5 7...(2/n -4- 2/H- 2/-i-5) ^ '

La somme de ces trois coefficients est, à un facteur près,

(2TO-4- 2)(2/H -+- i)A'"/n + I, «, / -I- (2// -)- 2)(2n -1- i)A''Vh, n-h i, l

-f- (2/-I- a)( 2/-t- l)A'''/72,«, l-h i,

quantité égale à zéro, d'après la relation (18).

Donc la fonction R vérifie identiquement Téqualion (21), et le

théorème est démontré d'une façon tout à fait générale.
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Explication cl'kjipassage de la Mécanique analytiquec^(^'/.ag-/<z/?o-e

relatif h la composition des moments en. Statique;

Par m. p. BRETON (DE CHAMP),
Ingénieur en chef des Ponts ot Chaussées.

On sait que les formules qui expriment les lois de cette composi-

tion sont démontrées dans la première Partie de la Mécanique analj~

tique. Section III, article 17 (2^ édition, t. I, 181 1). Lagrange y est

conduit d'abord par une analyse très-directe, mais à laquelle on peut

reprocher d'exiger d'assez longs calculs. Il indique ensuite, en terini-'

nant cet article 17, une autre manière de parvenir à cette composition :

« On aurait pu, dit-il, la déduire immédiatement de la composition

des rotations instantanées, en substituant les moments aux rotations

(\u elles produisent, comme Varignon a substitué les forces aux mou-

vements rectilignes. »

Il a été plusieurs fois question de ce passage dans le volume de ce

Journal, pour l'année 1875 (3'' série, t. I). On a vu notamment,

p. 97, que Poinsot l'a critiqué, comme si l'illustre auteur avait écrit

ils au lieu de e//ei' que j'ai souligné; puis (p. 182 et 263) qu'il a été

réimprimé avec //y, au lieu de elles, dans la troisième édition de la

Mécanique analjtique.

Or il ne fallait pas se permettre de faire ce changement. En effet,

les expressions dont se sert Lagrange sont trop claires et trop bien

expliquées par la théorie qu'il rappelle pour qu'un malentendu soit

possible.

Nous savons, par cette théorie de la composition des rotations in-

stantanées, que toute rotation instantanée dQ d'un système de points

de forme invariable autour d'un axe donné oh produit autour de trois

autres axes 0/, OHi, 0/2, se coupant à angles droits en un point o du
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premier, trois rotations partielles d<]^, do, (h, et que les angles )., p., v

formés par l'axe de la rotation d5 avec les axes de ces derniers, sont

tels que l'on a

. cli) dtù da
COS A = -, COS [). = —

VV/;!/'+ rfw= -h rf(f

•

v'rfij.' + .-/«= +- df^ \Jd-^'-hda''-hd^'

Ce que Lagrange annonce, c'est que, en substituant à ces trois rota-

tions û?t|/, d(ji, df ainsi produites par la rotation instantanée d6, les mo-

ments L, M, N des forces par rapport à leurs axes ol, om, on, on

obtiendra immédiatement les relations auxquelles sa première démon-

stration l'a conduit. Par cette substitution, les formules ci-dessus de-

viennent en effet

, L M N
cos ;. =

,
=> COSpL = ^^? cosv =

V'L- + JP -I- N' ^ y/'L^+M'+N^ V^L'-t-M'-fN' .

• ces relations sont précisément celles dont il s'agit.

Cette substitution exige que les trois rotations d<^, doù, do soient pro-

portionnelles respectivement aux moments donnés L, M, N. Or La-

grange commence sa première démonstration par supposer expressé-

ment qu'il en est ainsi. D'ailleurs on peut toujours satisfaire à cette

condition en assignant à l'axe de la rotalion instantanée ^5 une direc-

tion convenable. Cette direction est celle-là même que déterminent

les valeurs ci-dessus decosX, cosp,, cosv en fonction des moments
L, M, N.

C'était donc bien elles qu'U fallait, et non pas ds.
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Mémoire sur les (avariants des formes binaires;

Par m. Camille JORDAN.

Les travaux de MM. Cayley et Clebsch ont montré que les cova-

riants des fonctions binaires ont pour propriété caractéristique de

pouvoir s'exprimer par des |)roduits symboliques de déterminants et

de facteurs linéaires.

Mais une même expression symbolique peut revêtir un grand

nombre de formes distinctes. On se trouve donc en face de la ques-

tion suivante :

<( Discerner, parmi les diverses formes dont une expression symbo-

lique est susceptible, celle qu'il convient de regarder comme cano-

nique, et indiquer un moyen régulier pour ramener les autres foriues

à celle-là. »

La solution générale de ce problème paraît présenter de sérieuses

difficultés. M. P. Gordan a fait néanmoins dans cette voie un premier

pas fort important, en établissant la proposition fondamentale sui-

vante :

« Les covariants d'un système de fonctions binaires A, B,... peu-

vent s'exprimer en fonction entière d'un nombre limité de covariants

indépendants. »

L'analyse par laquelle cet habile géomètre a démontré ce résultat

montre bien qu'il existe une limite au nombre des covariants indé-

pendants, mais n'en donne pas immédiatement la valeur. La déter-

mination de cette valeur fait l'objet principal de ce Mémoire.

Il est divisé en huit Sections :

Dans la première Section, nous établissons les principes de la nota-

tion symbolique.

lourn. de Math. (3* série), tome 11. — Jiis 1876. 23
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Dans la deuxième, nous rappelons la propriété caractéristique des

covariants, et nous établissons les identités à l'aide desquelles on peut

transformer les unes dans les autres les diverses expressions symbo-

liques d'un même covariant.

Dans la troisième, nous montrons comment on peut introduire

dans le calcul les symboles des covariants.

La qaatrièu)e Section est consacrée à l'étude de la composition

[Uberschiehung) des covariants.

Ces quatre Sections ne renferment que des résultats déjà établis

par divers géomètres, et principalement par M. Gordan. Mais il nous

a paru d'autant plus nécessaire d'exposer ce point de départ de notre

analyse, qu'il ne se trouve développé, à notre connaissance, dans

aucun ouvrage français.

Dans la cinquième Section, nous abordons l'étude des covariants

du troisième degré, et nous assignons leur forme canonique. De ce

premier résultat découlent toutes les propositions établies dans la suite

du Mémoire.

Nous montrons ensuite (Section VI) comment un covariant quel-

conque peut être décomposé en trois parties, •JC, ;^ et si. L'idée de

cette décomposition est encore empruntée à M. Gordan. Mais nous

avons beaucoup précisé la forme des covariants Sl\ ce qui nous a

permis de les exprimer en fonction entière de certains covariants

indépendants R, d'une forme très-simple, et dont nous avons resserré

le degré dans des limites assez étroites (Section VII).

Revenant ensuite à un covariant quelconque (Section VIII), nous

établissons, par des considérations nouvelles, te théorème, d'où dé-

coule, comme corollaire, celui de M. (jordan : Les covariants d'un

système de Jorines A, B,..., en nombre limité on illimité, mais dont le

degré ne surpasse pas une certaine limite
, peuvent s'exprimer en

Jonction entière de covariants indépendants, dont l'ordre et le poids

restent injérieurs à une certaine limite.
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§ I. — Notation symbolique.

1. Soit

l A = AqX" H- /«A, a-; .V2~h~— -AiX^ "x; -H . . . + A^.Tj,

' ' ' B = BoX" + «B, x"~' jf-o 4 B,x""- a::, -4- . . . -+- B„ x\,

un système de formes algébriques binaires, ayant respectivement pour

ordres .'7i, ?i,...^ et soit

(2) F(Ao,.. , A,„, B„,...,B„,..., JT,,^,)

une fonction entière et honiogène du degré a par rapport à Ao,...,

A,„; entière et homogène du degré /3 par rapporta Bo,..., B„; etc.; et

enfin entière et homogène d'ordre ç par rapport aux variables x,, Xn.

Supposons, pour fixer les idées, que a soit >o; effectuons sur la

fonction F l'opération

Le résultat de cette opération sera une nouvelle fonction F', qu'on

appelle la polaire ou Vémniinnt de F. Cet émanant est évidemment

linéaire pai' rapport aux nouveaux paramètres A'o,..., A'„,, et son

degré par rapport à Aq,..., A,„ est réduit à a — i. D'ailleurs, il résulte

du théorème des fonctions homogènes, que, si l'on posait dans F'

Ao= Ao, ..., A',„= A,„,

F' deviendrait identique à F.

Si a — I > o, on exécutera sur F' l'opération

Ay -- -!-...+ A„,—

-

a — I \ " l' Ao CAm

et l'on obtiendra un nouvel émanant F" linéaire par rapport à A„,...,

A"„, ainsi que par rapport à A'^,..., A'„, et du degré a — 2 seulement

^3..
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par rapport à A,,,..., A,„. D'ailleurs, en posant

K ^ -^\> = Afl - • • • ' K, = K„ = A„.

F" deviendrait identique à F.

Si a — 2 > o, on poursuivra de même, et l'on arrivera enfin à un

dernier émanant F", qui ne contiendra plus les coefficients Aq,..., A,„,

mais sera linéaire par rapport à a séries de paramètres,

A' A' . . A(<' A ».ip , . . . , .i,„ , . . . , ^-Lp , . . . , r\.,„ .

Cet émanant reproduira d'ailleurs F si l'on y pose

A' A(«) A A' — — A(«) _ AAp — ... — Ap — Aq, ..., A,„ — ... — A„, — A;„.

Enfin, F étant homogène et du degré /3 par rapport à Bo,..., B„, il

en est évidemment de même pour chacun des émanants successifs

F',...,F^

Supposons /5 >• o. Par une suite d'opérations toutes semblables à

celles qui nous ont amenés de F à F", on déduira de F" un nouvel

émanant F"^^, qui ne contiendra plus les coefficients B(,,..., B„, mais

contiendra, en échange, (i séries de nouveaux paramètres

b;,,.. ,b;,;...; b;j',...,b:/,

et sera linéaire par rapport à chacune d'elles.

Quel que soit le nombre des fonctions A, B,..., on arrivera, en

poursuivant ces opérations, à un dernier émanant i^, indépendant des

coefficients Aj,,..., A,„; Bo,...,B„;..,, et linéaire par rapport à 5< -)- ,'5 -4- .

.

séries de paramètres

(4) R' (V B' • • B''' B^' B<^'

2. Substituons maintenant dans ,f, à la place de ces paramètres,

les expressions suivantes :

i «"", n';"-' a'., , .
.

.
, «7 ; . . ; «;'",«';''"-'

a
•', . .

.

,

d;^'",

(5) I b'" //"-' /,' h'". . A'P)» 7,(f)«-i A?) A(?!"
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Nous obtiendrons une fonction <I', entière et homogène du degré m
par rapport à chacun des a couples de paramètres a\, à^;...; a,'', a'';

du degré n pnr rapport à chacun des /3 couples de paramètres

//,,^,,;...; b[ ,bl ;...; et enfin d'ordre | par rapport aux variables

Xf^x^; car les opérations successives par lesquelles on a passé de F

à <I> n'ont pu évidemment altérer l'ordre de la fonction par rapport à

ces variables.

3. Réciproquement, la fonction <I> étant donnée, il sera aisé de re-

monl^'r à la fonction F qui lui a donné naissance, et cela sans aucune

ambiguïté. En effet, on revient de $ à -f en remplaçant les produits (5)

par leurs valeurs
{J\),

puis de -î à F en posant

|A; = ... = A';' = A„; ...; A',,, = ... = AL" - A„,

(G) b; ==...= B'„^'=B„; ...; B'„ =...=BL^'-B„,

La fonction <I>, liée à F comme il vient d'être exposé, se nomme
Vexpression symbolique de F.

4. Soient, comme précédemment, A, B,..., L,... des fonctions

entières et homogènes de x,, x.^, de degrés m, n,..., p,...; et soit

(7) F(A„,A,,...; B„,B,,...; ...; Lo,L,,...; ...; x,,x,]

une fonction entière et homogène par rapport à x^, X2 et par rapport

aux coefficients de chacune de ces fonctions. Particularisons la fonc-

tion L et les suivantes, en admettant que leurs coefficients, au lieu

.d'être des quantités arbitraires, soient des fonctions entières et homo-

gènes des coefficients de chacune des fonctions précédentes A, B,

—

En remplaçant, dans la fonction F, les coefficients Lo, L,,...; ... par

leurs valeurs, on obtiendra une nouvelle fonction

(S) F'(A„,A,,...-, B„,B,,...-, ...; x„ x,).

5. Supposons que les fonctions F, L,... ne soient pas données
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imiDédiatement, mais qu'on connaisse leurs expressions symboliques

(9) ^ia\,a\_: a\,a^;...; b\, h\_;...; /', ,
/'^

; l\,l\:...\ x,, a:, ,

(10) A(rt'j, rt'.-,; ..; .,.; b\,b\:...; a7,,.r2\

et proposons-nous tle déterminer directement l'expression symbo-

lique ç; de la fonction F'.

On y parviendra comme il suit :

Substituons, dans la fonction $, aux produits

t , ,
f j tq,...,

les coefBcients de la fonction

(•iil A(a'j, aV,...: 1.',, b'^ ;... ; .r,,a-„;[* .

Nous obtiendrons une nouvelle expression symbolique

I
$1 (a, , «2 : a\ . n\:... ; a', , a'^ ; ... ; b\,b\:... :

^'^^
b' b' • -ri"- • r a;' 1

et, si l'on remarque que la fonction (i i) se transforme en L lorsqu'on y

substitue, au lieu des expressions a',"',a'"'~'a'2,...; ...•, b'^", b'"~' b'2 , - . . ; ...,

les coefficients A^,, A,,...; Bo, B,,...; ..., on voit que $, se transfoimera

en F' si l'on y exécute cette substitution, et si, en outre, on rem-

place de même a'", a'l"~^a.^,...; a'["', a\"'~^a\,...;,.. par A,, A,,...;

//,",6'r'^''2,...,parBo,B.,...; etc.

Remplaçons de même, daus^),, les produits /"'',/','"' ^'ô ,•
|
ar les

coefficients de la fonction

A(a', , «'2,...: fi\, p'o.-.-; JC,,JC.^).

On obtiendra une nouvelle expression symbolique 4>2, débarrassée

du couple de paramètres /" , /ô > ^^ contenant, en échange, les couples

[*] On cliange les paramètres a\, a',; . . .; b\,b\;.., qui entrent dans la fonc-

tion A, en a',, a', ; ... ; 1/, , b'j, . . . ,
pour éviter de les confondre avec les paramètres

analoj^ucs qui existent déjà dans la fonction *.
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de paramètres a'j,«2;...; /3',
,
p',;..., représentant respectivement les

coefficients des fonctions A, B,

Éliminant ainsi successivement les couples de paramètres /', , /'^
;

l'[,l\;..., qui correspondent aux coefficients des fonctions Ij,..., on

arrivera enfin à une expression <I>', où tous les couples de paramètres

représenteront les coefficients des fonctions A, B, Ce sera évidem-

ment là l'expression symbolique cherchée.

§ II. — Forme staibolique des covariants.

6. Effectuons, sur les fonctions A, B,... considérées dans la Section

précédente, une transformation linéaire

dont le déterminant r = X,|7.o — X^/Jt., soit différent de zéro; cl

soient

les fonctions transformées de A, B,

On dit que la fonction entière et homogène

F(A„...., A,„-, B„,...,B„;...; Jc,,x.],

considérée dans la même Section, est un covariant des fonctions

A, B,... si l'on a identiquement

( =rPF(A„,..., A,„; Bo,...,B„;...; J?,,.r,),

p étant un entier.

On appelle ordre du covariant son degré par rapport aux variables

j:,, x^; degré du covariant, son degré total par rapport aux coeffi-

cients A(, , . .
.

, A,„ ; B„ . . .
.

, B„ ; . . .

.

Les covariants d'ordre zéro se nomment invariants.
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7. Nous avons vu que, quelle que soit la fonction F, elle a une

expression symbolique de la forme

homogène et du degré m par rapport à chacun des a couples de

paramètres d^^d^_\ d^\,d\\...\ homogène et du degré n par rapport

à chacun des p couples //j, Z^'^;...; et enfin homogène et d'ordre S

par rapport aux variables a:,, x^. Mais, si F est un covariaut, son

expression symbolique pourra être mise sous une forme remarquable,

ainsi qu'il résulte du théorème suivant :

TiiÉor.È^iE. — Pour que Injonction F soit un covariant, il jaut

et il suffit que son expression sjmbolique puisse être mise sous la

forme

(i6) = Â:,n, + /.;.n, + ...4-A-,n, + ...,

oii A",, Ao,... sont des consta?ites, et H,, lia,... des produits de la

Jorine

n)
n,- = [d^ «2 — rt'o a\ Y' {a\ //.-, — a'j ^'j )''•' {d\ b\ — a\ h\ )''.

.

.

. {n\x, -f a\x.^)'^'[a\ x, -+- d'.^x^]^' [h\Xf -+- b\x^Y'...

Nous renverrons, pour la démonstration de ce théorème fonda-

mental, à l'ouvrage classique de INI. Clebsch [Théorie des Jormes algé-

briques binaires, Chap. P').

8. Nous nous bornerons à remarquer que les exposants ).,, ^i,

V,,..., n,, p,-, Cj,... (lesquels sont des entiers non négatifs) ne sont pas

complètement arbitraires.

En effet, 'I> étant une fonction linéaire de II,, lia,..., O,-,.., chacun

de ces produits devra être, ainsi que la fonction <1> ellc-nu-me, homo-

gène et du degré m par rapport à a\, d.^\ homogène et du degré m
par rapport à d\, «'!,;...; homogène et du degré n par rapport à 6',,

b\;...; enfin, homogène et d'ordre S par rapport à a-,, x\-

Mais le degré de II, par rapport à d^^d^ est évidemment égal à

X, -T- y./ + ...-)- TT,-, nombre des facteurs de 11, qui contiennent ces lot-
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très. On aura donc

(i8) li-t iJ.,:-i- ...+ -j^ m.

De même, le nombre À, -f- v, + ... -{- p, des facteurs qui contiennent

«', a\ devra être égal à m, etc.; le nombre |u,/ -h v, -+-... -t- Tj des fac-

teurs qui contiennent b\, /'., devra être égal k n, etc.; enfin, le nombre

~, + j5, + (7, + ... des facteurs qui contiennent .r,, jr., sera égal à =.

9. On pose ordinairement, pour abréger,

(19) n\ n\ — n'.^n'\ = [n'a"), {a\ t'\ — ''''o^', )
= [o-'h'), .. ;

(20) c/, X| -t- n'j Jfj = (7'^, n\af -^ 0.^X2^=^ n"^,

n, prend alors la forme suivante :

(21) 11/= [a'n" f'[a'h' j^'[n"b')'''...a'^'n"J'b'''

Dans cette notation abrégée, la lettre a tient lieu, à elle seule, des

deux paramètres d^,a.^^ dont les puissances «','", «7 '""'r/'.,,... doivent

être remplacées par les coefficients de la fonction A pour passer de

l'expression symbolique $ au covariant F qu'elle représente. On
exprime brièvement cette liaison entre la lettre a' et la fonction A
en disant que a' est un symbole de la Jonction A; a" sera un autre

symbole de cette même fonction; b' sera de même un symbole de la

fonction E, etc

Le nombre des facteurs du produit II, où figure le svmbole a' est

égal à ).,+ tJLj-f- ...-+- ~, = w. De même pour les autres symboles

a",... de la fonction A. Ceux de la fonction B figureront chacun dans

n facteurs, etc.

10. I.a théorie serait dès à présent achevée, si l'expression symbo-

lique d'un covariant donné ne pouvait être mise que d'une seule ma-

nière sous la forme A,n, + ... -l- A,n,- -f-— Mais il est aisé de voir

qu'il n'en est pas ainsi.

Soient, en effet, a,, a^^bi, b.^. c,, Cj des quantités quelconques, et

posons, suivant nos conventions,

(22) rt, X, + flo-i'a = «^ji b,.r, -i- b.,Jc^^ b,, c,x, + Cn.r., = c^.

Journ. de Jtath. (3' série), tome II. — Jii5 1876. 2/(
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Éliaiinant x,, .v.2 entre ces équations, il viendra

(aS) {nh)c^.+ [bc)a_c+ [cn)bj,— o.

Si, dans cette identité, on remplace jr,, jl-^ par dr, el — (^/j , ^/, et d^

étant des quantités quelconques, on aura cette autre relation

,24) {nb)[cd} H- [bc)[ad, -h {ca)[bd) = o;

donc tout produit symbolique II,- qui contiendra en facteur {ab)c_^.

ou [ab)[cd) pourra être transformé en une sonune de deux produits

analogues en remplaçant [ab)CxOn {ab)[cd) par leurs valeurs tirées

des équations (aS) et {2^).

IV. Une autre source de transformation est la suivante. Soit donné

uu covariant, dans l'expression symbolique duquel figurent i)lu-

sieurs symboles a', a",... d'une même fonction A; on pourra per-

muter entre eux ces symboles sans altérer le covariant, car la permu-

tation de à avec «", par exemple, n'aura d'autre effet que de cbanger

les produits a''", a'l"~^n\,... en a'["', a'['"~^n\,..., et réciproquement,

dans l'expression symbolique développée. Mais, pour calculer le co-

variant, il faut remplacer ces deux sortes de produits par les mêmes

quantités A„, A,,...; donc le résultat final sera le même.

12. Il importe d'ailleius, dans l'analyse des diverses formes que

l'on peut donner à l'expression symbolique d'un covariant, de ne pas

user indifféremment des deux modes de transformation ci-dessus,

mais de distinguer avec soin les effets de chacun d'eux, et de ne re-

courir au second procédé qu'après avoir tiré du premier toutes ses

conséquences.

Nous agirons donc, dans ce qui va suivre, lorsque nous voudrons

transformer des covarianls, comme si les symboles a', ci",..., h',...

qui figurent dans leur expression appartenaient tous à des fonctions

distinctes A', A",..., B',..., réservant pour une autre occasion l'examen

des réductions qui se produisent lorsque plusieius de ces fonctions,

telles que A', A". .., deviennent identiques.



SUR LES COVARIA>TS DES FORMES BirVAIRTS. 1 Ht

§ III. — Symboles des covariaxts.

15. Soient A, R,..., L,... des fonctions entières et liomogènes de

X,, .To, de degrés m, ^,.. ., /),...; et soit

F(Ao, A,,...; R„, R,,...: L„, L,... ; ...; x,. x„]

un de leurs covariants.

Particularisons les fonctions L,..., de telle sorte qu'elles devien-

nent elles-mêmes des covariants des fonctions A, R, Si nous rempla-

çons, dans F, les coefficients L„, L,,...; ... parleurs valeurs, nous

obtiendrons une nouvelle fonction

i" 1,-^0' -^M •• • ^ ti^,, 15, , ... ; ... ; J"| , Jf 2 ;•

Théorème. — F' sera un covariant desfonctions A, R,

14. Démonstration. — La fonction F étant un covariant de A,

R,..., L,..., son expression symbolique <I> sera de la forme

<I) = /,-,n,H-/i-ono+...,

A,, Ao,... étant des constantes, et II,, lia,... des produits de détermi-

nants et de facteurs linéaires, formés avec les symboles a', a",...:

//, b",...\ l\ /",...; ... des fonctions A, R,..., L,... (n° 7).

De même, les fonctions L,... étant des covariants de A, R,..., leurs

expressions symboliques A,... seront de la forme

A = c,M', -+- f.'Fo +..., ...,

^\, Mo,... étant des produits de déterminants et de facteurs linéaires

formés avec les symboles des fonctions A, B,

Cela posé, en appliquant la méthode indiquée au n° 3, nous pour-

rons éliminer successivement les symboles Z', /",... des fonctions L,...

qui figurent dans $, et nous obtiendrons ainsi une suite d'expres-

sions 0|, <I' ..,..., dont la dernière, 0', ne contenant plus que les sym-

boles de A, R,..., sera l'expression symbolique de F'.

24..
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Or, <I> étant, par hvpotbèse, une fonclion linéaire de produits symbo-

liques, nous verrons qu'il en sera de même de $,. Le même raison-

nement étant appliqué à $,, on en tirera la même conséquence

pour <ï>2, etc.; donc enfin $', étant une fonction linéaire de produits

symboliques, sera un covariant (ii" 7).

D'après la méthode du n° 3, il faudra, pour obtenir $,, développer

l'expression de $, puis y remplacer /'/", /'p'/j,... par les coefficients

de l'expression symbolique A (eu ayant soin d'employer, pour les

symboles qui figurent dans A, des lettres a, a',...; b,...; ... différentes

de «',«",...; //, b",...; ...). Nous désignerons par ù cette opération.

On aura ainsi

(25) '1', = A-,i}(n,j + A,û;n, )+....

Pour montrer que 0, est une fonction linéaire de produits symbo-

liques, il suffira de prouver que iî(n,), ^(nn),... le sont.

lo. Or mettons en évidence, dans l'expression de H,, les facteurs

qui contiennent le symbole Z', et désignons par iM le produit des

autres facteurs; IT, prendra une forme telle que la suivante :

(2G) n, = M /' rz' )»(/'«")?.../:''-'-- .

Cette fonction peut se déduire de la fonclion

/;'

en la soumettant à l'opération

et multipliant d'autre part par M. Désignons par O cette double opéra-

lion, il viendra

(28) 11, = 0,/:/'), 9.{u,) = ù[o{/'j:)]=o[o.{i'j'}],

car les opérations O et û sont évidemment échangeables.

Mais Û(C'') est le résultat obtenu en substituant, dans l'j', au lieu

de /','', /','' '/'j,..., les coefficients de A; c'est évidemment la fonction A
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elle-même. On aura donc

(29) o(n.) = o(A).

IG. Cela posé, A est une fonclion linéaire de produits symbo-

liques, et, si nous montrons que l'opération

appliquée à une semblable fonclion, reproduit une fonction de même
nature, notre démonstration sera acbevée; car l'opération O se com-

posant d'une série d'opérations successives analogues à w, suivies de

multiplication par un produit symbolique M, la fonclion 0(A) = f2(n,)

sera une fonction linéaire de produits symboliques.

17. Or on a immédiatement, quels que soient les produits symbo-

liques ^'i, ¥2,. . et les constantes c,, Co,...,

(3i) w(c',M-, + c.,'F. + ...) = c,w(¥,)-hCoOj(T,)+....

D'ailleurs, W , sera de la forme

(32) ¥, = Fi^Sj.... — V{i\x,-+- /•,.ro)(s,x, + ^..r .)...,

P étant un produit de déterminants, et r^., Sj.,... des facteurs linéaires

(égaux ou inégaux); et l'on aura

( ro(^\) = «;(r,Pj^... + ...+ ^,Pr^... + ...)

(33) -a\{r,Vs,...-i-...+ s,Vr,... . + ...)

\ = (m')Pj.,....+...-i- (sa')?r^...-h...;

donc «(l't) est une somme de produits symboliques. H en sera de

même de «(Tj),--? donc «(c,^, -+- CoTj +-..) est bien une fonction

linéaire de produits symboliques, comme nous nous proposions de

l'établir.
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§ IV. — Composition des covariants.

18. Soient A, B,... des formes algébriques quelconques, F et G
deux de leurs covariants, ayant respectivement pour ordres p et q.

jj' expression symbolique

(34) i/gT/r^gr'

(où y^ et g sont les symboles des fonctions F et G) représentera,

d'après ce qu'on vient de voir, un nouveau covariant. Nous l'appel-

lerons le ijJ^'"" composé de F avec G (jx'^'"* Uberschiebung de I\I. Gor-

dan), et nous le désignerons par la notation abrégée [F, Gju-

Si /JL = o, l'expression (34) se réduit au produit des deux fonc-

\\ons Jj\ gl, qui sont respeclivemenl les représentations symboliques

de F et de G. On aura donc simplement

[F,G]o = F.G.

Soit, au contraire, u. > o, et proposons-nous de calculer [F, G].^.

19. Les expressions symboliques de F et de G seront de la

forme

I (I> ~ k,<l\ 4- h.AK -f- ..,

( F = c,T,-hCoT2-^--,
(35)

<!>,, <I>2,-.- et r,, Fo,... étant des produits symboliques. On aura d'ail-

leurs évidemment

F = A-,F, -^A-.F, +...,

G = c,G, + CyGo + ...,

en désignant par F,, Fj,,.., G,, G^,... les covariants qui ont pour

expressions symboliques $,, ^o»--» Tn Tj,

Or l'expression (3/|) ne contenant qu'un seul symbole de cliacun

des covariants F et G, [F, G],i est linéaire par rapport aux coefficients
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(le chacun d'eux. Il en résulte immédiatement l'égalité

(36j [F,G], = ^/.-,o[F„G,]„

laquelle ramène le calcul des covariants composés au cas où les cova-

riants dont ils dérivent ont pour expression symbolique de simples

produits symboliques.

20. Admettons donc que F et G soient représentés par des produits

symboliques tels que

lr = A|0,,(7,.T,....,
:37)

L et A étant des produits de déterminants, i\.Sj.ij.... et [y^'^^T^....

des produits de facteurs linéaires (égaux ou inégaux); et proposons-

nous de calculer l'expression symbolique de [F, G]^ par la méthode

du§ III.

Nous éliminerons, en jîremier lieu, le symbole y, en exécutant sur la

fonction $ l'opération

et multipliant ensuite par gir'''. Le résultat sera

T étant ce que devient le produit i\s^t^... lorsqu'on y remj)lace

p. facteurs arbitrairement choisis, tels que r^, i,i,..., par les détermi-

nants ('§), [sg],..., et le signe de sommation 1 s'étendaut aux

/){;> — !)...(/; — u. -I- I
) ,

.

. ,

] ,
. . , r ,—

^

diverses manières de clioisir les u. tacleurs en
I . 2 . . . u '

question.

Il reste à éliminer le symbole g de la nouvelle expression (38) déjà

débarrassée du symboley. Pour cela, considérons en particulier un de

ses termes, tel que

(39) ,.,_.;:x:L,^.) ^rL-(^ïï)(^g)-^..--
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On obtiendra sa nouvelle expression en effectuant sur la fonction

(4o) T = \p,,a^x,...

l'opération

(40 ^

—

-, ; (''( r /'-r- 1 (•^1 r •$
V ^ ' ^, I r, il ^, ,, _i_ 1 1 \ I > r - > > ; y ' > »•

et multipliant ensuite par — ""," ^ ;L/,....

Le résultat de cette opération seia

U étant ce que devient le produit p_^'7j.Zj, .. lorsqu'on y remplace

(j. facteurs choisis arbitrairement, tels que pj., Oj. , par (r/s), (jc),...,

et la sommation 2 s'étendant aux q[q — i)--.{fj — p. + i) manières de

choisir les facteurs ainsi altérés et de les associer aux symboles r,

s,... pour former des fncteurs déterminants.

Eu traitant de la même manière tous les termes de (38) on obtien-

dra, pour [F, G],j, l'expression symbolique suivante

(A^) '•^- --^
1 2V

^ > p(p — l)...(p—u.-i-l) y(y_,)...(9_^ + ,)
'

V étant le résultat obtenu en remplaçant, dans le produit

(44) ^f\s_,f^ .. Xp^c^--,...,

Il couples de facteurs linéaires, tels que r^-p^, Sj-dj.,..., par les déler-

uiiiiants {t'p), (^7),..., et la sommation s'étendant aux

p,p — i)...{p — ij.-+- 1) 7(7 — ,)..., q _ ^a-+-ij

manières de choisir les couples de facteurs ainsi transformés en dé-

terminants.

21. Les divers termes V,, Va,.--» dont la somme constitue 1\,
pourront s'appeler les termes du composé [V^G^. Ces expressions



SUR LES COVARIANTS PF.S FORMLS ElXAiniS. 1 ()^

représentent autant de covariants, el leur moyenne donne l'expression

symbolique de [F,G],i.

Nous représenterons d'ailleurs cette expression symbolique par la

même notation [F, G]jj. que le covariant auquel elle correspond.

Aucune confusion ne sera plus à craindre, car, les principes du calcul

symbolique étant maintenant suffisamment établis, nous n'aurons

plus, dans la suite de ce Mémoire, à considérer les covariants en eux-

mêmes, mais seulement leurs expressions symboliques.

Il devient donc inutile de conserver deux notations distinctes pour

ces deux sortes de fonctions.

22. Les termes V,, \'2,.-. se déduisent tous de l'un quelconque

d'entre eux, tel que

en permutant ensemble les lettres r,s, /,... d'une part, et p, a, :....

d'autre part.

Deux termes seront dits co/z^/g;;^* s'ils ne différent que pai- l'inver-

sion de deux lettres.

Une substitution quelconque pouA'ant s'obtenir par une suite d'in-

versions, on pourra passer de V, à un autre terme quelconque \\ par

une série de termes intermédiaires Va, V3,..., telle que chacun des

termes de la suite V,, Vj, Y^ . , V* soit conligu à celui qui le

précède.

23. Chacun des termes \',, Vj,... est un produit symbolique divisible

par LA, et contient en outre, parmi ses facteurs, u. déterminants dans

lesquels les lettres r, s, t,... sont associées aux lettres p, C7, t, Mais

la différence de deux de ces termes s'exprime par une somme de pro-

duits sjniboliques, divisibles par LA et dans chacun desquels le

nombre de ces déterminants mixtes est <^ p., chacun de ces produits

étant d'ailleurs du même ordre par rapport aux variables que les

termes considérés.

24. En effet, supposons d'abord que les deux termes dont on veut

Journ. de Math (3' série), tome II. — JlIN 1876. 2 J
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évaluer la différence soient deux termes contigus V, et Vo. Soit

(45) V, = LA(rp) (5a). ../,.. .r,....

Vj pourra différer de V, de deux manières différentes : i'' par

l'échange de deux lettres, telles que /• et s, contenues toutes deux dans

les déterminants mixtes {rp), (sg),...; 2° par l'échange de deux let-

tres 7' et t, dont une seule soit contenue dans ces déterminants.

On atira, dans le premier cas,

(46) \, - V,= LA... t_,...r,...[{rp){sG) - {rrj){sp)].

JMais l'identité (2^) donne

(4?) ('?)(^<7) + {p^){'<^)^ {^'){p^) = 0.

d'où

(48) ('"Pll-sc^) — (sp){ra) = {rs)(pG)

et, par suite,

(49) Y,-Y,= ].A.../^....r^^...{rs){pG),

expression qui a bien la forme demandée.

On aura, dans le second cas,

(50) Y,-Y,= LA[sa)...T,...\j-p)t,,~[tp)r,\.

Mais l'identité (23) donne

(5i) {rp)f_,.-h{pt)r^+ {ir)p^= o;

d'où

(52) {rp t^- [tp)r^ = (r^Px

et, par suite,

(53) V,-V, = LA(5a)...T,p,...(r/),

expression qui a encore la foime votdue.

2î>. Soient maintenant \ , et V^ ileux termes quelconques; on aura
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évidemment

(54) V. - ^-, = (\ ,
- V,) + (V, - V3) +...+ (v._, - Y,),

et la proposition, étant démontrée pour A', — A,,, A, — A,.... diffé-

rences de termes contigiis, sera vraie pour lenr somme A ,
— \^.

*m. La différence entre [F, G]^ et l'un de ses termes V, s'exprime

par uneJonction linéaire de produits symboliques du même ordre que

[F, G]^ par rapport aux variables, divisibles par LA, et dans chacun
desquels le nombre des déterminants mixtes est <C [J-

En effet, [F, C],^ étant la moyenne des termes Yj, A'j,..., on aura

( [ F G 1 — A' = ^''' '" '

(55) r ' -'" ' /'(i^-')---!7^-.^-H') '/(7-i)---('7-p-h ';

( X[(Y,-Y,) + (Y,-Y,)+...],

et A"2 — A',, A3 — A',,... ayant la forme indiquée, il en sera de même
de [F, G],, -Y,.

27. On peut déduire des développements qui précédent des con-

séquences importantes.

Considérons, en effet, un système quelconque de formes algé-

briques; soient $ un produit symbolique, représentant un de leiu's

covariants; a, b, a, b,... les symboles qui figurent dans l'expression

de <!>. Partageons, d'une manière arbitraire, les symboles en deux caté-

gories, (elles quea,b,... eta, b, On aura

(56) <I> = LM4\mR,

L désignant un produit de déterminants binaires, tels que {ab), formés

avec les symboles a, b,... de la première catégorie; 4^ un produit

analogue de déterminants, leU que (ab), formés avec les symboles de

la seconde catégorie; M un produit de facteurs linéaires a^, b^, ..:

3IL un produit de facteurs linéaires n^, b^,...; enfin, R un produit

de déterminants, tels que (aa), où les symboles des deux c.itégories

soient mél.mgés.

Soit [j. le nombre de ces déterminants mixtes dont le produit

2J .
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forme R. Si l'on remplaçait chacun de ces facteurs, tel que (aa), par

le produit de deux fadeurs linéaires rt^., a^, Il prendrait la forme Ss,

où S est un produit de facteurs linéaires de première catégorie, et s un

produit de facteurs linéaires de seconde catégorie.

Cela posé, les expressions

(57) F = LMS, ,f = 4:;irLS

représentent deux covarianis, respcclivement formés avec les sym-

boles n, h,... et a, b,...; <I> sera, d'après ce qui précède, l'un des

ternies de leur p.'^'"' composé [F, ^fj^; et l'on aura le théorème

suivant :

Théorème — Le covnriant Q) peut être mis sous lajorine

(58) *-[F,^],4-^A,^,[F„ip]„

où les quatitilés k^oi^ représentent des constantes, et où la soniinntion

s'étend :

\° Aux divers produits symboliques Y^divisibles par L qui peuvent

êtreformés avec les s/nd)oles a, b,--.;

2° Aux divers produits symboliques Si^ divisibles par
4^

qui peuvent

êtreformés avec les sjmboles a, b,...;

3° Aux valeurs o, i ...., /j.
— i de y. [La valeur de y ri assigner à

chaque terme étant d'ailleurs déterminée par la condition que l'ordre

de ce terme, par rapport aux variables, soit égal à l'ordre de $.)

28. Ce théorème est évident si p. = o, auciuel cas *i> se réduit à

LM4L3K. = F,f =:[F, Jj„.

Nous allons montrer qu'il est vrai pour une valeur quelconque de p.,

s'il l'est pour les précédentes.

On a, en effet, d'après le n" 26,"

(59) |F,.7l,-'l> = /,,.l>, + /,vl', -f-...,

k,, k.,— étant des constHUles, et ijj,, »1>2,... des produits symboliques,

du même ordre que <I> par rapport aux variables, divisibles par l,j^, et

contenant moins de p. déterminants mixtes.
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I.e théorème est applicable, par hypothèse, à ces produits '!>,,

<!>_,.... Substituant les valeurs qu'il fournit dans l'équation (5q), on en

déduira l'expression cherchée de (p.

29. Soit <I>' un autre terme quelconque du covariant [F, (i],^. I.a

différence <!>' — $ étant de la forme lx\ ^\\ -\- A'g'Po +... (25), on trou-

vera de même une relation de la forme

(60) 'I' = 1'' + ^/.pv[F„,Jp],,

les quantités I.j,o,.^ étant des constantes.

50. Le théorème qui précède permet d'exprimer un ferme quel-

conque d'un covariant composé d'ordre fji en fonction de ce cova-

riant lui-même et de composés d'ordre inférieur. On peut réciproque-

ment exprimer \\n composé d'ordre jîji, tel que [F, -5^]^» en fonction

de l'un quelconque de ses termes ^>, et de termes arbitrairement

choisis dans les composés d'ordre inférieur [Fa, Jp]y, ... On a, en

effet, ce théorème :

Théorème. — Soit [Fat^pJ^ un terme arbitrairement choisi parmi

ceux du composé [F^, ^3]^; on aura une égalité de Informe

f6i [F,i],=.4. + ^/».p,[F,,J,,j;,,

les quantités m^sy étant des constantes.

Si |7. =: o, on a [F, j]„ = <I>, et le théorème est évident.

Mais, s'il est vrai pour o, i,..., y. — i, il sera vrai pour /x. En effet,

il sera vrai pour les fonctions [F^,, fpjy' ^" substituant les expressions

de ces fonctions dans l'équation (58), on obtiendra, pour [F, i]u,

une expression de la forme voulue.

51. Enfin si, dans l'égalité (60), nous substituons, à chacun des

composés [Fo,, S(^,\, son développement en fonction de l'un de ses

termes, et de termes arbitraires pris dans les composés d'ordre



ff)8 C JORDAN.

moindre, nous obtiendrons évidemment une égaillé de la forme

(62) .D = [F, :v];

+
J„,.jF,,;r3];,

en écrivant [F, i]'^ au lien de'P', qui désigne la même chose.

32. Soit $ un produit symbolique quelconque, dont nous répar-

tirons arbitrairement les symboles en diverses catégories. Ou aura évi-

demment
(l>=:L«LiL,...AM,

La étant un produit de délerminants formés avec les symboles a,

a',... de la première catégorie; Lj un produit de déterminants formés

avec les symboles h, b\... de la seconde catégorie, etc.; A un produit

de délerminants formés avec des symboles empruntés à deux catégories

différentes; et M un produit de facteurs linéaires.

Nous désignerons respectivement par a, ,3. y,..., ). le noinbre «les

détermuiants qui forment les produits L„, L;,, L^,..., A.

53. Cela posé, on aura la proi)Ositiou suivante :

Théorème. — pourra s'exprimer en Jonction linéaire de cova-

riants obtenus par la composition successive de produits symboliques

respectivement formés avec les symboles de chaque catégorie, et res-

pectivement divisibles par \.„,\.i,, La somme des ordres des compo-

sitions successives à effectuer pour obtetiir chacun de ces covariants ne

pourra d'ailleurs surpasser!.

Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait trois catégories. On

sait (27) que $ peut s'exprimer en fonction linéaire des composés de

produits symboliques ?«, formés avec a, a',..., et divisibles par L^.

avec des produits symboliques :*, formés avec b,b',...; c, c',..., el

divisibles par LjLe; mais chacun de ces jiroduils :* pourra de même
s'exprimer en fonction linéaire des composés de produits symboliques

Vt, formés avec b, //,..., et divisibles par Lj, avec des produils sym-

boliques l'e, formés avec c, c',..., et divisibles par L^. Donc <I> .ve
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trouvera bien exprimé en fonction linéaire de covariants tels que

(63) [Fu,[Vo,^cU-

Reste à prouver que a + v^X. Or, soient a', (i', / le nombre des

déterminants que F^, F4, F^ contiennent res|iectivement en facteuis.

On aura évidemment a'^x, P'J/S, •/>'/, puisque F^, F^, FcSont divi-

sibles par ha, I i, L^. Cela posé, le covariant (63), lorsqu'on y effec-

tuera les compositions indiquées, se développera en une suite fie

termes, contenant chacun, en facteurs, a' 4- /;' -i- y' 4- a -h v détermi-

nants. Mais ces termes sont évidemment du même ordre, par rap-

port aux variables, que le covariant «P, qui en est une fonction li-

néaire. Ils contiennent donc le même nombre de facteurs linéaires et

le même nombre de facteurs déterminants. On aura donc

«' + ,j' + / + /7. + V = a +
ij
+ y H- ),, d'où IX + -j ^\.

§ V. — Covariants a trois sy.mroles.

ôi. Nous nous occuperons, dans cette Section, des covariants

tels que

(64) F = {ahf{/jcy:caya^,-'''l>'l--''-''c'^'--\

formés avec les symboles de trois fonctions A, B, C, dont les ordres

respectifs, p, q, r, seront supposés être au moins égaux à la somme
X -1- tJ. H- V := /2

.

L'identité

(65) [nb)Cj.+ {bc)a^+ [ca)b_^— o

nous permettra d'éliminer immédiatement {ca)'' de l'expression (64)-

En effet, q — X — y. étant au moins égal à v, F contiendra le facteur

[(crt)^j]'', qu'on pourra remplacer par sa valeur

[— {abjCj.— [bc)a^y.

Développant ensuite cette puissance par la formule du binôme, on
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obtiendra l'expression de F en fonction linéaire des covarianis plus

simples représentés par la formule générale

(n^>)'-^''-'^(i?'c)'"-^"nr'"''"^^^r*"''"''cr'"'^ {^ = o, i,..., v).

On voit, par là, que si, dans l'expression de F, on fait varier de

toutes les manières possibles les exposants X, (j., y, de telle sorte que

leur somme reste constante et égale à ii, tous les covariants ainsi

obtenus s'exprimeront linéairement en fonction des n +- 1 covariants

que donne rex.pression

(66 ) ( ab)"-^ {bcy rt^""^' bT"cT\

lorsque l'on y pose successivement p = o, i, 2,..., 7i.

D'ailleurs, ces n -1- r covariants sont évidemment irréductibles

entre eux.

55. Pour simplifier l'écriture, nous conviendrons de sous-entendre

partout les facteurs linéaires «j., b_c, Cj.; le covariant F prendra alors la

forme plus simple

(67) V = {ahf{bcf{cay;

l'identité (65) deviendra

(68) {ab)'^[bc)-i-{cn) = 0;

enfin le covariant (66) deviendra

(69; [ab )"-''[ bcY,

et, pour abréger encore davantage, nous le re[)résenterons |);u

(70) u,,.,.

Nous pourrons donc énoncer la |iroposition suivante :

Les divers covariants l-,Journis par l'expression {al>f [bc }^[cci)'', ou

'/. + ij. -h -j = n, s'expriment linéaircinent en Jonction des n +- 1 cova-

riants Q,i,^., où = 0, I, 2,..., n.
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56. On voit, d'une manière analogue, que les covariants F pour-

ront s'exprimer liné;iirenient en fonction des n -î- i covariants

(71) 0,„^~ [hc ,"-'< {cay , où p -, o, I,. ., 7/,

ou encore en fonction des n -1- i covariants

(72) Q„*= [ca]"-'^' [ab'f , où ^ = o, i,..., n.

57. Cela posé, nous allons établir le théorème suivant :

Théorème. — Les divers covariants F pounont s'exprimer linéai-

rement en fonction des covariants (;,(,,., Q„, Q.^^, où p est un entier qui

ne dépasse pas ^•

Si n est de la forme "ik + 2, ces derniers covariatits seront indépen-

dants les uns des autres.

Si n est de laforme 3A' — i , ils seront liés par une relation qui per-

mettra d'exprimer la somme C*^,. -i- Cj^„ — C*„é en fonction linéaire de

ceux des covariants C, où. p < k.

Si n est de laforme "ik, il existera deux relations, qui permettront

d'exprimer deux des covariants C*^^, Cj„, C'„(, enfonction du troisième,

et de ceux des covariants C, où p < /f.

58. Pour démontrer ce théorème, nous allons établir, an moyen de

l'identité (68), un système d'équations linéaires entre les 'ik -+- 3 co-

variants Q,t„ Q,,„ Q,„i.

Soit dabord p mi entier quelconque non supérieur à :;• On aura

identiquement

=^{ab)"-^'^-^^[abf'-'{bc) -'-...+ [aby^bc)"-^
(73)

^abc H ;— ^abc^- • • • ~i r~z ;
*~;,i

En faisant varier p, on obtiendra A-i- i équations, k étant le plus

grand entier contenu dans ^5- Elles permettront d'exprimer linéaire-

Journ. de Math. (3^ série), tome il. — Jcin 1896. ^O



C. JORDAN.

ment k 4- i quelconques des covarianfs C"j^,,..., C"^^, tels que C'„^^.,

Qi(,c' Cjlicv» •'^ fonction linéaire des autres et des quantités Q.,,^ (où

p = o, I, 2,..., A), pourvu toutefois que le déterminant des coeffi-

cients qui multiplient ces A + i covarianis dans les équations (73) ne

soit pas nul. Or il est aisé de voir qu'il ne l'est pas.

39. En effet, la /; + i"'""' ligne de ce déterminant A est formée des

termes

(w— p]...(/z— p— f+i) (n— p)...{n—Ç'~-i'-^-\) (/z— p)...(/z — p — f"-n)

lesquels contiennent le facteur commun [n — p)...,{n — p — i -\- i), si

nous supposons i, i', i'\... rangés par ordre de grandeurs croissantes.

D'autre part, les diverses colonnes du déterminant A contiennent

respectivement les facteurs communs .> :,-, On aura
r I .2. . .: I .3. . .i

donc

[n— B — in -
(74) A = ^ = "

.
, -, A',

A' étant un nouveau déterminant, dont la p + i"""" ligne sera

I, in — p — i)..\n— p — i' -^i), [n — p — i)...[n — p— i"-r-0> —
Cela posé, on ne changera pas A', en y retranchant chaque ligne

de la précédente; ce changement laissera la dernière ligne seule inva-

riable, et changera en général la p -1- t'""^ en

o. [i'—i)[n — f—i— i)...[n— p — i'+i), {/"—() (/j—p— j—i)...(/7— f
— ("-f-i), ....

Le déterminant A' ainsi transformé, ayant tous ses termes de la

première colonne égaux à zéro, sauf le dernier, qui est égal à i, pourra

se simplifier par la suppression de la dernière ligne et de la dernière

colonne. On obtiendra ainsi le déterminant

(/'— /)(/2— p — I — i)...(/i — p — i'-m) (;"— f)(n — p— (— i)...[n— p— »"h-i) ... ,
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où les diverses lignes s'obtiendront en posant /^ = o, i , î,..., A — i

.

Mettant en évidence les facteurs, tels que

(?i — p — / — i)...[)i — p — i' -+- }),

communs aux divers termes de chaque ligne, et les facteurs /' — /,

i" — ',••., communs aux termes de chaque colonne, il viendra

f .. /, -

(75) A'= (/'- /) (/"— i)...J\{n - p — i -i)...{n - p — Z' + i) A",

A" étant un nouveau déterminant, de la forme

A" — .(/;

—

p
— / -l-i) [n — p — i

et dont les diverses lignes s'obtiendront en posant successivement

p = o, I, 2,. ., A — i.

Ce déterminant A", ayant une forme analogue à celle de A', pourra

être traité de même, et l'on trouvera

(7G) A":=--{i" - i')ii"— i')...'Yl{n -p — i'—i)...{7i — p~ /"-r i). A'",

A" étant un déterminant analogue aux précédents, mais contenant une

ligne de moins. Continuant ainsi, on finiia par obtenir l'expression

de A comme produit de facteurs qui seront tous différents de zéro,

car les A•+ 1 entiers i,z', /",.•• étant.différents, et au plus égaux à «, ne

pourront respectivement surpasser n — A, n — A + i , n — A + 2, etc.

40. Cela posé, n est égal à SA, à 3A -f- i ou à 3A 1- 2. Soit d'abord

« = 3A + 2.

D'après ce qui précède, on pourra exprimer les k 1- i covariants

CA-t-l (^n-h—\
„/„ ' • • J ^\it,c

en fonction linéaire des autres covariants

^i„h1 • • • 1 ^mb^ ^'iiln' • • • 5 Miif» ^abc VI ^iibci

qui figurent dans les équations {'j'i).

26..
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Mais, d'aulre part, C"^/,..., C,",,,. peuvent s'exprimer en fonclion li-

néaire de C°,.„,..., CJc,,- On a, en effet, d'une manière générale,

Donc les covarianis CfX'? ••> C",,^, s'exprimeront linéairement en

fonction de C°„„...,Ci„„ C„V,--m *^L-, Qc,,,---, CL; et les covarianis F,

pouvant s'exprimer linéairement enC"^^,..., C"^^, pourront s'exprimer

linéairement en fonction de

(78) c„v,..., CL, c«,„..., CL, CL, .., CL-

Ces derniers covariants sont d'ailleurs distincts, puisqu'on a vu que

le nombre des covarianis indépendants est égal à « h- 1 -- 3A' -f 3.

Le théorème est donc démontré.

41, Soit, en second lieu, n=:3Â -h i.

On pourra exprimer CLv> C"^L' en fonction de Cv,,^,..., CL,
CL>---î CL') C",7/,..., CL» et, par suite, en fonction de C,"„,„..., CL,
CL'---> CLS CL,,---i CL; et les covarianis F, étant des fonctions li-

néaires de CLvj C"^^, pourront s'exprimer en fonclion de

(79) CL,.., c:;-, CL,..., CL, CL,..., CL-

Ces derniers covariants, en nombre "ik -h 2 = n h- t , seront évidem-

ment distincts.

Soit, d'ailleurs,

(8oj CL=«CL+,'3CL+...

l'expression de Cf,,, en fonction des n -t- i covariants (79). On obtien-

drait de nouvelles relations entre les n -f- 2 covariants qui figurent

dans cette expression en permutant circulairement les lettres a, b, c.

Mais il ne peut exister entre eux qu'une seule relation, puisque n + i

d'entre eux sont distincts. Donc les nouvelles équations obtenues

doivent se confondre avec l'équation (80); ce qui donnera, entre

antres conditions, les suivantes : a = jj = — i. La relation (80 j cxpri-
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niera donc la somme C*^^ + ^L* + Cj;^a 6ii fonction des autres cova-

riants, ce qui complète la démonstration du théorème.

42. Soit enfin n = 3A-.

On pourra exprimer Cf,,„,..., C",;,* en fonction de C,",,,,,..., Cf„,, et de

C"^;'"^',..., C^ahc Ces derniers covariants s'expriment eux-mêmes en

fonction de C"^,,,..., C^^~'. Par sniie, les covariants F pourront s'expri-

mer en fonction des n -^ i covariants

/U,^ pO pA-l po pA- po pA—

1

ce qui démontre le théorème.

Soient, d'ailleurs,

cL = i3cL + ...

les expressions de Cf^^, C^,,, en fonction des covariants (8i). En permu-

tant circulan-ement rt, b, c, on obtiendra de nouvelles équations

cL=«ci. + ...,

cL=;3cL+....

Mais ces relations ne peuvent être distinctes des précédentes. Elles

seront donc identiquement satisfaites si l'on y substitue les valeurs de

Cafrc» ^Ica- tirées de ces dernières; on obtiendra ainsi, entre autres con-

ditions, les suivantes :

jS = a-, /îa = I , d'où a—-fj = i

,

les quantités a, [l> étant réelles de leur nature.

§ VI. — Décomposition des covariants en trois parties.

43. Théorème. — Soit A, B, C, D,... un système de fonctions en-

tières en nombre quelconque, mais dont les ordres respectifs p, q, r, s,...

soient tous au moins égaux à 2I.

Un covariant quelconque $ de ce sjstème pourra se réduire à la

forme

(82) $ = '£-f-^+Jl-
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'P d''signant unefonction linéaire île produits sjmboliques dont cha-

cun contient en facteur un délenninant élevé à une puissance supé-

rieure à l;

^ une fonction linéaire de produits sjmboliques dont chacun con-

tient enfacteur un produit de déterminants de laforme [ah]' [hc)' [ca)^

,

p étant > o, et les symboles a, h, c correspondant à des Jonctions

A, B, C d'ordre précisément égal à 2I;

Enfin SI une Jonction entière de produits sjmboliques, dont chacun

aura laforme suivante :

(83) R = 'abf{bcy{cdf{de;'...a>^^br'~'c:-'''d^^-'...,

les symboles a, b, c,... pouvant correspondre à des Jonctions quel-

conques du sjstème, et les exposants a, v, u! , v',..- étant différents de

zéro et satisfaisant aux inégalités suivantes :

i
'•'-

/ — ^'
Il ~ '-'

(84) ^ ^
J- _^

où c''-* est égal à o ou à 1 , suivant que p."^ est pair ou impair.

ii. Le nombre des ternies de la suite p., v, p/, v',... peut être

pair ou impair; il peut même être nul, auquel cas R se réduirait

à a';.

La réduction demandée est donc toute faite jiour les covariaiits du

premier degré, tels que n!|, b'^, Elle l'est également pour les cova-

rianls du second degré, tels que {aby a'^r- b'I'- ; car ils seront de la

forme (S, si p > /, de la forme ^, si p ^ /.

En générai, un covariant quelconque étant une fonction linéaire

de produits symboliques, il suffira de donner le moyen de réduire un

produit symbolique.

4îi. Considérons d'abord un produit à trois symboles, tel que

(85) <1> .- {abY{bc)''{ca)~a'^b"c'^,

où nous posons, pour abréger, t ^^ p — p. — n , u = q — u. — v

,

i» ~ r — V — TT.
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Si la somme u. + v -;- k ne surpasse pas 2/, elle ne pourra, a for-

tiori, dépasser p, (y, r; et la réduction demandée résultera immédiate-

ment du théorème du n° 37.

Soit, au contraire, jj. -1- v
-r- ;t >- 2 Z ; et supposons, pour fixer les

idées, q^Pyf- Désignons par p le plus petit des deux nombres -

et «. $ contiendra en facteur [cayh'^, qu'on pourra remplacer par

[— {ab)Cj. — {hc)a_^]<'. Substituant et dévelop|iant, <I> se trouvera

exprimé linéairement par des covariants de la forme

jMais CCS termes sont tous réduits. En effet, si p = tz, les deux expo-

sants p. -\- a el V -^ p — a auront pour somme [j. h- v h- - > 2 /. Donc
l'un au moins d'entre eux sera > l, et $' sera de la forme <j?.

Soit, au contraire, p <^ n, d'où p ^= u. La somme de ces deux expo-

sants sera /j. + v + ^/ = (/> aZ. Si l'un d'eux est > /,
*!>' sera de la

forme 'P. Dans le cas contraire, tous deux seront égaux à /; et l'on aura

nécessairement (y = 2/, et par suite p z= r — il. Comme on a d'ailleurs

/i — p > o, $' sera de la forme ^.

46. Nous allons maintenant montrer que le théorème est vrai pour

un produit quelconque $ contenant A" symboles, s'il est vrai pour les

covariants à ^ — 2 symboles. Pour cela, nous admettrons que {abY

soit le déterminant qui figure à la plus haute puissance dans 0. Si

'j. > /, î> sera tout réduit, et de l'espèce $. Dans le cas contraire, nous

verrons que <\> peut s'exprimer à l'aide de termes réduits «î, ^, .R et

de produits symboliques M' contenant un déterminant à une puis-

sance supérieure à a. Il est clair que cela suffira pour établir le

théorème.

Pour plus de simplicité, nous traiterons d'abord deux cas par-

ticuliers.

47. Premier cas particulier. — Supposons que $ contienne en fac-

teur [abY[bcj'{caf'., -j + - étant >• '-• On sait (27) que il» pourra

s'exprimer au moyen des composés de covariants 1 formés avec les



2o8 C. JORDVN.

symboles d, <!,••, autres que «, b, c, avec des covariants R formés

avec rt, i, c et divisibles par [abY[bc)''[caY.

Soit

(87) K = (abf^[bc)-''[cnY'a':-'-''br''~'''c':-''''^^''

un de ces derniers covariants. On aura

(88) H-I>1-'-' i'l>'''' 7Ï(". TT.

On pourra d'ailleurs (45) réduire R à des termes des espèces T, :^

et A. Les termes de cette dernière espèce seront d'ailleurs de l'espèce M .

En effet, soit, par exemple,

(89) T = 'abv-^{hcy^ai:--br^'-"c[;''

un de ces termes. On aura, par définition,

(90) f-'-.52V,j|(fJ<,+ V,).

Mais ï étant évidemment du même ordre que R par rapport aux

variables, on aura

(91) fij + Va = 'J-i H- V, + TT, = IJ. -h V + 7: > l [1.

et, par suite,

(92) u..^ ^. y.,

ce qui montre que T est bien de l'espèce 4\

Donc R s'exprime par une somme de termes des espèces <J?, •^, M .

En les composant avec les covariants 1, on obtiendra évidemment des

termes de même espèce, les déterminants qui divisent un covariant se

retrouvant dans chaque terme de ses composés.

Donc <lJ se trouvera exprimé par des termes des espèces '.C, ^, M
, ce

qu'il fallait démontrer.

i8. Deuxième cas parliculier. — Supposons que <I> contienne eu

facteur le produit

ri =- 'abY(bc)'{acY{ad)9[bdY[cd)\
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la somme v-i-TT-r-p +5 + t étant supérieure à a — £ (e désignant zéro

ou l'unité, suivant que a est pair ou impair). $ pourra (27) s'exprimer

au moyen des composés de covariants I formés avec les symboles e,...

avec des covariants K formés avec a, b, c, d et divisibles par n.

Soit

(93) R = (ab,y-'{hc)-''{acf'{ad}f'{bdY'{cdy<a':-'''-^'--''...

uu de ces covariants. On aura

(94) .'^•.>P-, V.JV,..., T, =7.

On pourra d'ailleurs (31) exprimer K linéairement au moyen de

termes arbitrairement choisis dans les composés de la forme

(95) [{ab)^--a':-'--br---, [cdy-c'r-dT%..,

où p.o^ u.,, -2> ^i ft ''•2 = ,'-'•1 + '-'1 + ~i + Pi + <7i + "1 — l'J-a
— "2 (cette

dernière condition étant nécessaire pour que l'ordre du terme consi-

déré par rapport aux variables soit le même que celui de K).

Parmi ces termes, nous conviendrons de choisir celui T où le dé-

terminant {bc) figure avec le plus fort exposant possible. Cet expo-

sant X sera évidemment égal an plus petit des trois nombres v^,, ^ — u,,,

r— Tj.

Si jXa ou T^ est > a, le terme T, contenant en facteur [ab)^'- ou

[cdy-, sera tout réduit, et de l'espèce M'.

Soit, au contraire, p., et -2 au plus égaux à fx; on aura précisément

p,2 = /x; car fjij
!^ a, J /Ji. D'ailleurs, ,a étant =

/, et </ et / au moins

égaux à 2/, q — 1I2 et r — -2 seront au moins égaux à Z, et « fortiori

à p.. Dans ces conditions, si v, > ^^ / sera > ^: et T, contenant en

facteur {ab^lbcf-, sera réductible (47).

Supposons enfin Vo au plus égal à |p., et ajortiori inférieur à ç — u..

et à r— 7,; on aura X = Vo et, par suite,

(96) T ={abf[hc)"{cdy--a'r''bT'~'"-c7''-'-'àr'-.

Journ. de Math. (3' série), tome II. — Ju;n 1876. ^^
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D'ailleurs, on a ~2<,"-) ,'^< ^i P^ 2Z, d'où -.." p — a. Donc T est divi-

sible par \_[cd)a^Y'. Remplaçant ce facteur par la quantité équivalente

[{ca)dx + [cid)CxY'' et développant, on aura T linéairement exprimé

par des covariants de la forme

(97) U == [abY^hcY--{caf[ady---9a':r-~'-'----

Cela posé, si v^ -^ 5 > -^ U sera réductible à des termes <f , ^ , M

(47); il en sera de même si t., — /s > -» U contenant en facteur

[abyad)'-~'-. Or l'une de ces deux hypothèses se présentera nécessai-

rement, quel que soit p; car on a

(08) !

^ -i- -, - = y. -H T. = y., ^ y, -^ -, -r Pi + cr, 4-

J ,u. + V T- ;: + /S -t- '7 -i- T — fjL > y.

Donc l'un au moins des deux entiers v^-i-o, -., — çi est supérieur

à ^——-1 plus grand entier contenu dans -1 et, par suite, supérieur à -•

Donc R se trouvera exprimé ici encore par des termes T, ^, T. En

les composant avec les covariants I, on obtiendra des termes de même
espèce, par lesquels $ se trouvera exprimé.

49. Passons maintenant au cas général où $ peut être un produit

symbolique quelconque contenant k symboles a, é, c, r/, e,f,... et

divisible par {aby. On sait (27) qu'il pourra s'exprimer linéairement

au moyen de termes arbitrairement choisis dans les composés de

covariants 1 formés avec les symboles c, d, e,J\... avec des cova-

riants R, de la forme

(99) Y^^='abf'n''-'-'h'l-^\ où .a, = ,u..

Les covariants I, ne contenant que A — 2 symboles, seront réducti-

bles, par hypothèse, à des termes des espèces 'f, ^et A. T.es termes si'

et ^, composés avec R, donnant encore des termes de méiue espèce,

il suffira d'étudier les termes résultant de la composition des cova-

riants R avec des covariants I de la forme A. Par définition, ceux-ci

s'exprimeront linéairement par des produits de la forme RiRj..., où
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R,, Ro,... sont des produits symboliques, tels que

(loo) R, = {cdf[deY{ejY'...c[r''dl-''-'...,

jj.', v', /u,",... satisfaisant aux relations

(loi) v'=^, p." = /;.'- v'- c', ....

Parmi les termes contenus dans le v'
"' composé de R avec R, R,...,

nous sommes en droit d'en choisir im arbitrairement. Nous prendrons

celui T où bc) se présente avec l'exposant le plus élevé. Cet expo-

sant X sera le plus petit des nombres v, q — p., , r — pt,'.

Si p., ^(j. ou [j.''^'[x,T étant divisible par (aè)'*'(cc?)'*' sera immé-

diatement de la forme M'.

Dans le cas contraire, on aura p, = p., p-'^p- Donc p. étant ~-l et (j

et /au moins égaux à 2/, on aura

(102) q - iJ.,=^rj ~ ix^l =
ij.,

r- [j:
= r- ix

= l;.p..

Cela posé, si v > -? X sera ^-> ^^ et T étant divisible par [abY{l?cf

sera réductible à des termes '1% .^, M^ (4'7).

Dans le cas contraire, on aura X — v, et T sera de la forme

( 1 o3) {abf (
bc y{cdf (def {ej'f" . . . a'r' b'L

"

^-'C"^'. . . R^ . .

.

Si V + p.' > p. — £, T sera réductible à des termes $, ^, ^' (-iSj.

Dans le cas contraire, T sera de l'espèce <ïil, toutes les conditions qui

caractérisent cette espèce se trouvant remplies par nos hypothèses.

Le théorème est donc démontré.

§ VII — Limite du degré des covariants R.

50. On a vu, dans la Section précédente, qu'un covariant quel-

conque $ peut s'exprimer par des termes des espèces 'f et ^, et par

27.
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une fonction entière de covariants R de l'espèce suivante :

R = {abf-{bcy{cdf{HeY...a':--b'r'-\..,

où /j,, V, ^a', v',... satisfont aux relations (84).

L'ordre de ces covariants R est au moins égal à 2I. En effet, soit c? le

degré de l'un d'eux. Il aura pour ordre

;io4j
y = p -+-

(^ + . . . — 2
(

jU. + V 4- /-l -r- V + .

Z: 1} . 2 l — 2 { tJ. -h 'J -h II.' -h '/ -h . . .)i

p, q,... étant au moins égaux ^2/.

Mais, si la suite p., v, fx', v',... se termine à un terme de l'espèce (j.,

tel que u,''', on aura

c? ^ 2 ? + 2
;

en outre, en vertu des relations (8/(),

(io5) ixzl, V -^- pJ 2p.=,l, ..., vf'-"+fJit''=a('-" = /,

d'où

(ro6) p. -+- V -:- j7.' + ...+ fJi"'5(/ + 0^

et, par suite,

(107) (u;; // -H 1)2/.

Si la suite p., v, ,a', v',... avait un terme de plus v", on aurait

d'où

(108) ^a + V + /+...-+- V(''5(i + |)/, ro;(/ + |)2/.

51. D'autre pari, le degré des covariants R ne pourra surpasser

2/-!-i.En effet, les entiers p., pt,',..., |x''' formant une série décrois-

sante, leur nombre / + i ne pourra surpasser [x. Donc 'î, qui est

égal à 2/ -r- 2 ou à 2/-1 3, ne pourra surpasser a/j. + r, ni a fortiori

2/4-1
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Une étude plus approfondie de la question va nous permettre de res-

serrer considérablement celte limite.

52. Nous dirons que deux covarianfs sont écjttivalents, si leur diffé-

rence peut s'exprimer par des termes des espèces ^£ et j^. L'équivalence

sera représentée, suivant l'usage, par le signe e=;.

Nous dirons qu'un covariant est réductible, s'il est équivalent à une

fonction entière de covariants de degré moindre.

53. Un covariant quelconque <I> est équivalent à unefonction entière

de covariants irréductibles de l'espèce R.

On a en effet, d'après ce qu'on a vu (43),

(109) <ï)-=/(R,,Ro,R3, ..),

f désignant une fonction entière, et R,, Rj,... des covariants de l'es-

pèce R.

Supposons que, parmi ces covariants R,, Rj,..., il y en ait de ré-

ductibles, et admettons, pour tixer les idées, que R, et Rj soient ceux

de ces covariants réductibles dont le degré p est maximum.

Il est clair qu'on ne troublera pas l'équivalence (109) en y substi-

tuant, pour R,, R2, les fonctions entières de covariants de degré <Cp,

C,, Ci,..., qui leur sont équivalentes. D'ailleurs, chacun des cova-

riants C,, Cj,... est à son tour équivalent (43) à une fonction entière

de covariants r,, r^^... de l'espèce R et dont le degré ne surpasse pas

le sien. Substituant ces fonctions, dans l'équivalence, à la place de C,

,

C2,..., on obtiendra une relation de la forme

(iio) a)^/,(r,, r2,.-.,R3.---)>

expression dont le second membre ne contient plus aucun covariant

réductible de degré supérieur à p — i.

En renouvelant cette opération, de manière à chasser toujours de

l'expression de les covariants réductibles du degré le plus élevé, on

finira par les faire disparaître complètement.

54. Cela posé, au lieu de chercher directement en fonction de /
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une limite supérieure au degré § des covariants irréductibles de l'es-

pèce R, nous renverserons le problème, et, ce degré étant supposé

donné, nous déterminerons une limite inférieure y^(ô) pour l'expo-

sant fJL, ainsi qu'une limite inférieure y(oj de la somme

S = y. 4- V -i- a' -t- v' +—
Ces limites une fois trouvées, on aura

(m) Zc,aj/(5), d'où o'^^KO,

I désignant la fonction inverse de la fonction numérique^.

53. Soit d'abord c? = t. La suite ju., v, ,u.',... ne contenant aucun

terme, on aura
tj. = o, S — o,

d'où

Soit 5 = 2. La suite contiendra un seul terme a, au moins égal

a I ; d'où
/(2)=:l, 9(2; = 1.

Soit o' = 3. La suite aura deux termes, fJi, v, et l'on aura

d'où

/(3) = 2, ?(3) = 3.

Nous allons maintenant établir des formules pour déterminer géné-

ralementy(o^ et o\â) en fonclion àef{') — i),f{'^ — 2),..., (p(5 — i^,

ç't?— 2),..,.

56. Théorème. — Un produit symbolique quelconque <!' sera réduc-

tible, si l'on peut y répartir les symboles en k catégories rt, «',...; b,

b',...; c, c',...; ..., telles que le nombre ). des déterminants quiJigurent

dans ^ et où sont associés des symboles de catégorie différente soit infé-

rieur à 9 (A).

Ce théorème est évident si X = o, $ étant tin produit de covariants
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respectivement formés avec a, a' ,...; avec b, b\ Or nous allons mon-

trer qu'il est vrai pour )., s'il l'est pour X — r , ). — 2,....

57. On a vu (ô5) que <I> peut s'exprimer linéairement par les com-

posés de produits symboliques F„, F^, F,,,..., respectivement formés

avec rt, a',..., avec b, b',..., avec c, c',...; la somme U des ordres des

compositions successives à effectuer étant au plus égale à X, et fijoi-

tiori inférieure à (f{k).

Chacun des covariants F^, Fj,... peut s'exprimer par une somme de

produits symboliques des espèces ù', l^, Si; et leur composé sera la

somme des résultats obtenus en composant séparément ces divers

termes (19).

Or un produit symbolique II, de l'espèce 'î ou de l'espèce :^, étant

composé avec un autre, fournira un résultat dont chaque terme con-

tient les déterminants qui divisent II, et, par suite, sera lui-même de

l'espèce 'Pou de l'espèce ^.

Pour démontrer le théorème, nous n'aurons donc qu'à établir la

réductibilité des covariants obtenus en composant ensemble des termes

Ga, Gj,... respectivement pris dans F^, Fj,... et appartenant tous à

l'espèce Ji.

38. Soient a, b, c,... des symboles qui représentent respectivement

les fonctions G^, Gj, Le résultat de la composition de ces fonctions

pourra s'exprimer linéairement par des termes de la forme

(i 12) (ab)='(bc)?(ca)^...ni.bl'c;....,

où la somme des exposants a + /3 -t- 7 -f ... est évidemment égale à U.

Chacune des fonctions G^, Gj,... étant d'ailleurs un produit de co-

variants de l'espèce R, dont l'ordre est au moins 2/, son ordre sera au

moins égal à il. Donc le covariani (112) pourra s'exprimer (43) au

moyen de trois sortes de termes :

I** Dts termes 'f', contenant en facteur une puissance de détermi-

nant supérieure à Z, telle que (ab)'^P.

2° Des termes ^, contenant en facteur un produit tel que

(ab)'(bcy(ca)P.
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3° Des termes a', formés de produits de covariants de l'espèce

(m3) R'= (ab)!^'(bc)-"(cd/'....a';b::'c:;'...,

où jx,, V,, ;/,,.•• satisfont à des relations analogues aux relations (84^-

59. Les termes A.', qui seraient des produits de plusieurs fac-

teurs R', sont tout réduits. Mais dans ceux qui ne contiendraient qu'un

seul facteur R', on aurait évidemment

';ii4) a, -f V, -h |:ji', -f-...= a + p -)- 7 +...= U < '!;(^).

D'ailleurs, le nombre des symboles a, b, c, d,... est k. Donc,

d'après la définition de la fonction ç, R' pourra s'exprimer par des

termes a", ^ et par une fonction entière de covariants de degré

moindre. Cette dernière portion de l'expression étant évidemment

réduite, tout revient à prouver que les termes des espèces <f' et ^ sont

réductibles.

60. Considérons un terme de l'espèce $', tel que

(ii5) {ab)«(bc;t^(ca)T...aibr.c::.... (a>/).

11 peut s'exprimer (27) au moyen des composés des covariants

,ii6j Hp = ,ab)Pa:,-^'"'-^ -fbr""'''"^-"S où {f>^ex),

avec des covariants 5 formés avec c

Soient [IIp, <^jO un de ces composés; g le nombre des déterminants

que ^ contient en facteurs. Ce composé devant avoir le même ordre

que le covariant (i i5), on aura

(117) ,0 + 7 -I- 5 = a -4- ,S + 7+ ..= U.

61. D'ailleurs, 11^ est le p'''"" composé des covariants G^ et G*; et

si nous exprimons de nouveau ces covariants par les symboles rt, a',...

et b, b\..., nous aurons, à des facteurs constants près,

(ii8j G«=r. R„R,..., Gi=r„r,...,
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on Ro, R,,-- et /-„, r,,... sont des produits symboliques de l'espèce R,

respectivement formés avec a, a\... et avec Z>, b\

Ga et Gè étant ainsi exprimés, Uç, sera (20 et 27) la moyenne d'une

somme de termes tels, que, W désignant l'un quelconque d'entre eux,

on aura

(119) np=»l^-2A,p,[F„.fp]„

où Fct et cfp sont respectivement formés avec a, a\... et avec b,b',...,

et où l'ordre y de la composition est << p.

On aura, par suite,

(120) [H,, 5}, = [^S 5]o + 2Â-,p,{[F„ ^-Fp],, 5|o.

62. Or, si, dans l'expression {[F», ^fp]^, 5(6, on remplace les sym-

boles c, d,... ])ar ceux des fonctions primitives c, c',...; d, d',...; ...,

par la méthode de la Section III, on verra immédiatement que, dans

chaque terme de l'expression obtenue, le nombre des déterminants

formés avec des symboles de catégories différentes sera 7 + a + 5,

quantité moindre que p -4- «r -1- 6 = U, et ajortiori moindre que "k. Donc
chacun de ces termes sera réductible, par hypothèse.

65. Il reste à prouver qu'en choisissant convenablement le terme 4'

on peut faire en sorte que [V, 5]a soit également réductible.

Or soit

(121) Ro= [aa' f-[a'a")'...a''-'\..,

(122) r, = {bb')^'{b'b"y' ..bl-^'....

Nous prendrons pour W celui des termes de Hp où le déterminant

{ab) figure avec l'exposant le plus élevé. Cet exposant e sera évidem-

ment égal au moindre des trois nombres p, /> ~ p., q — [x,. D'ailleurs,

p Gl q sont au moins égaux à 2/, p. et p., au phis égaux à /, et p > /.

Donc £^/, et si |u, et p., sont <i l, s sera > /. Donc W, et par suite

[^» 5]()i seront de l'espèce 'j?.

Supposons, au contraire, l'une des quantités p. ou p., ,
par exemple

p., égale à /; £ étant au moins égal à /, ¥ sera divisible par [aa')'[ab)'

Jouiii. de Math. (3= série), tome II. — Jcis 187C. 20
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et résultera de la combinaison de covariants X formés avec n, «', b,

et divisibles par [aa'i[ab)' avec d'autres covariants. Ces covariants X
peuvent être réduits à la forme (P + !^+ A. Mais le nombre des déter-

minants que peut contenir en facteurs un covariant d'espèce si et du

troisième degré est au plus égal à /h— 5 quantité < 2/. Donc X se

réduit à des termes <î et <^ seulement. Los termes de ¥ et de [^f, 5]e)

qui s'en déduisent par composition, seront de la même forme.

64. Considérons maintenant un terme de l'espèce ^'. L'existence

d'un terme de cette sorte suppose que les covariants G„, Gj, 0^, res-

pectivement représentés para, b, c, aient leiu- ordre précisément égal

à 2/(43).

Cela posé, le terme ^, que l'on considère, peut s'exprimer au

moyen des composés de covariants

(123) Hp, = (ab)'(bc)'(ca)P'a^-f'cl7f', où p,
= p>o,

avec d'autres covariants 5.

Exprimons de nouveau ces covariants par les symboles a, «',..., A,

b\... des fonctions primitives. Le covariant Hp_ pourra être ramené à

la forme $-+- ^-1- Jl; mais son ordre est <^ 2/, et chaque terme de la

forme A est un produit de facteurs d'ordre au moins égal à 2/. Donc

il ne peut exister de termes iH dans l'expression de Hp , mais seulement

des termes $ et ^qui, composés avec ceux de 5> donneront encore des

termes de même forme.

Le théorème est donc complètement établi.

65. Corollaire. — Si un covariant de l'espcce.

(124) R = [ab)^[bcY[cdf...nr'-'...

est irréductible, la somme/, de k — i termes quelconques /,,..., /*_,,

pris dans la suite p., v, p.', . .
.

, sera au moins égale à 9 ( /• )•

Marquons en effet, dans R, les déterminants affectés des expo-

sants <,,..., /;i_,, puis réunissons dans une même catégorie les sym-

boles qui se trouvent associés dans les déterminants restants; on aura
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évidemment k catégories, et R contiendra 1 déterminants formés des

symboles de deux catégories différentes. Donc }.yf[k) (o6).

Cela posé, soient â le degré du covariant (124) supposé irréduc-

tible; S la somme ^i -h v -h [j.' -h— On aura, d'après ce qui précède,

(i25) s — fjL = V -)- /J.' + ..-=ç;(o — i),

d'où, en désignant parj{(i) la limite inférieure de ju,,

S>9(5-i)+/(<?).

Donc S aura pour limite inférieure la quantité

(126) y(5) = ,(o^_,)+/(5).

Cette valeur de ç(o*)sera un entier impair. En effet, (p(2) et ç)(3)

sont impairs; et nous allons montrer que, si ©(a),..., ç)(5 — 1) sont

impairs, y"(o'') sera pair, et par suite ç)(5) impair.

Deux cas seront à distinguer dans la recherche dey^(t?).

66. Premier cas. — La suite p., v, /jl', . . . se termine par un terme ^'''

de l'espèce [x. On aura, dans ce cas, 5 = 2/ + 2.

On aura (60)

((27) V + v'-t-...+ v''~"+ ,'-'-"'5<p(' + 2).

Mais on a, d'autre part,

(12S) U.' =
J7.
-V-£, p-'^jx'- v'- £',..., |x(')=p.('-') --/'-') -£"-",

OU, en ajoutant et posant é + £' + ...+ £''"" = vj,

( I 29) fjr. ^ V -f- v' + . . .
-)- v"'-" 4- [J."^ -h Yi^(p{i -\- 2) + •/).

Donc
fj.

est au moins égal à cpÇi -+- 2). Mais, s'il lui était égal, il serait

impair par hypothèse, i -\~ 2 étant < 5; on aurait donc £ = i, d'où

ïj^i, et l'inégalité (129) ne serait pas satisliiite. La valeur minimum
de fx sera donc le nombre pair/(a/ + 2) donné par la formule

(i3o) /(2/ + 2) = y(/+ 2) -Hl.

28..
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67. Deuxième cas. — La suite ;j., v, /x',. . se termine par un terme

v'''. On aura, dans ce cas, <? = 2î + 3.

On aura (65), d'une part,

(i3i) V + v'-f-...+ v''''5ç(/+ 2),

et, d'autre part,

(i32) V 4- v'+...H- v'''-f- ;x"''^9(i-4- 3).

On a d'ailleurs

(l33) fx' < fJL
- V - £, ..., fJt(')=a('-«)

-'/'•-"-£"-", V« =
|fJl"'',

d'où, en posant e + e' -4-...+ s'~'' = /;,

(i34) jx> V +...+ v"* + !^ + /î^^'-^ ^-^^-'-^ ^ + »7.

Or ^(i-T-a) et 9(1 4- 3) sont impairs, par hypothèse. Donc
o(; -H 2) -f- <p(i -+- 3) . .. -,,.1 ^ .

I j— —— est un entier. S il est pair, on pourra le prendre

pour limite inférieure de p.. S'il est impair, la limite cherchée le sur-

passera d'une unité; car l'hypothèse /x = — ^' '^^'
donnerait

£ = I, y; f I , et, par suite, ne satisferait pas à l'inégalité (i34).

On aura donc

(.35) /(2/ + 3) = T(' + ^)+y(' + 3) ^ ^^

étant égal à o ou à i, et choisi de telle sorte que ^(2/4- 3) soit

pair.

68. Récapitulant les résultats qui précèdent, on aura le théorème

suivant :

TnÉonèME. — Soient f et J deux fonctions numériques définies par
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les relations

(i36) 9(1) = o, 9 (.) = r, ^(3) = 3, /(i) = o, J{i) = ., /(3) = 2,

/ /[oti -{- 1) = <f{i-\- 2) + I,

(137) y(2; + 3) = ^^^ '-—^
- + -n,

?(c?) = ?(c?-i)-/(c?),

[ où »3 est égal ào ou i , e< choisi de telle sorte quej ( a / -f- 3 ) soit pair\
;

soit enfin ij; lafonction inverse def
Soient^ d'antre part. A, B, C,... des formes quelconques, d'ordre au

moins égal à il. Tout covariant <I> de ce sjstème pourra s'exprimer

par des termes des espèces $ et ^ [voir le 11° 43) et par une Jonction

entière .d de cowiriants irréductibles de l'espèce R. Le degré de ces

covariants irréductibles ne pourra surpasser ij/ (/).

69. Remarque. — La limite ^{l) trouvée ci-dessus sera très-res-

serrée; car il est aisé de voir que la fonction y inverse de ij; croît plus

rapidement qu'inie puissance quelconque de la variable.

Le calcul de proche en proche des fonctionsy^ et 155, pour les di-

verses valeurs de <?, s'effectuera d'ailleurs avec une grande facilité

par les formules (137). On formera ainsi le tableau suivant :

8, 9, 10, II, 12,...,

l4, 18, 22, 26, 32,...,

45, 63, 85, III, 143,....

Il est d'ailleurs aisé de voir quef{^) et f{^) sont les limites les

plus précises que le théorème du n" 63 puisse fournir pour jj. et

pour S. En effet, â étant égal à 2/ + 2 ou 2/ + 3, posons

puis

V = fjr.
- /J.', . .

.
, V"-') = fi"-" - fJl"»,

et enfin, si 5 = .-î/ -f- 3,

v<'"' = ifJi.").

ô =
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On vérifiera facilement : i° que les exposants v, v',..., v-'"" forment

une suite décroissante, dont le premier ternie est au plus égal à

Ifji"'';
2° que la somme fj. + v + /j.' 4- v' +... est égale à çp(c?) ou à

2)(5) + I. Si c'est ce dernier cas qui se présente, on diminuera d'une

unité le plus grand des exposants v,v',.... On obtiendra ainsi une

suite d'exposants ayant pour somme ?((?), et dont le plus grand est

/((?). D'ailleurs, k — i quelconques de ces exposants auront une

somme au moins égale à 9 (A); condition reconnue nécessaire pour que

le covariant R, formé avec cette suite d'exposants, soit irréductible.

Nous supprimons la démonstration de ces propositions, qui se dé-

duit sans peine des formules (137). Nous nous bornerons à faire

observer que la fonction^ peut être définie à elle seule, sans l'inter-

vention de la fonction o. Les formules (137) donnent en effet

^•/ • o // • \ 5. (-+-3]

—

a'i-j-2] /(4-31
"»•,
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Nous appellerons /JO(V/i' de ce covariaiit l'expression

( • 38
)

p„ d„ + /)„_, r/„_, H- . . , + p, </,

,

dç désignant son degré total par rapport anx coefficients de celles des

fondions données qui sont d'ordre /î; et />„,..., /?, une suite de nom-

bres convenablement choisis.

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que ces nombres aient

été déterminés de proche en proche, de manière à satisfaire aux iné-

galités suivantes :

(iSg) ^,,= 1,.,., />2^52p2[,+ ,, /Jap-.Jlr^t.,---,

et en outre à celle-ci

(i4o) Pi>'^i^

où nous posons, pour abréger,

(i4i) T,= S/-^' + S,,, ^-f-...+ S,„Ç,

(i4a) S/ =(2/+ i)|(Z) + (2Z-4-3)4'(Z + i) +...4-(2/« + i)|(7«),

/«désignant le plus grand entier contenu dans -> et i|i étant la fonction

numérique définie au n° 68.

Nous compléterons enfin la série des quantités S, T. p par l'intro-

duction des deux quantités suivantes :

(i43) S„ = S,, /,„.= To = T. +/».S..

71. Nous dirons que le covariant $ est de la classe l, si parmi les

symboles a, b,... qui figurent dans son expression il n'y en a aucun qui

représente une fonction d'ordre inférieur à 2Z.

Nous dirons qu'un covariant de la classe / est de l'espèce X, s'il est

de la forme MN, où M désigne un produit symbolique d'ordre au plus

égal à S; et de poids au plus égal à T/, et N un autre covariant ou une

simple constante.

Nous dirons enfin qu'un covariant $ est de l'espèce Y, s'd peut
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s'exprimer linéairement au moyen de composés tels que [F, .f]^,, où F

est un produit symbolique jouissant des propriétés suivantes :

1° Son ordre w ne surpasse pas n;

2° Son poids tt ne surpasse pas /j„;

.f pouvant d'ailleurs désigner un covariant quelconque.

72. Il résulte évidemment de cette dernière définition que tout

covariant [$, ^'J^, composé de deux autres, dont l'un, «J», est de l'es-

pèce Y, sera lui-même de l'espèce Y. En effet, il s'exprimera linéaire-

ment au moyen de covariants tels que

(i44) j[F,.f]„<D'i,.

Or soient a, b,,.. les symboles qui figurent dans l'expression de F;

a, b,... ceux qui figurent dans i et ^>'. Développons le covariant (i44)»

son expression sera formée d'une somme de termes contenant chacun

on fadeur le produit L des déterminants que F contenait lui-même en

facteurs. Chacun de ces termes pourra à son tour s'exprimer linéaire-

ment (27) au moyen de composés [F,, ¥,]>,_, [Fj, 'Fajx,,..., où ¥,,

^2,... sont des covariants formés avec les symboles a, b,... et F,,

Fo des produits symboliques formés avec a, b,... et contenant L
en facteur.

Soit F, l'un de ces produits. Puisqu'il est divisible par L, son

ordre w, sera au plus égal à w. D'autre part, il est formé des mêmes

.svmboles que F; donc son poids est égal à 7: et ne surpasse pas p^; à

plus forte raison il ne saurait dépasser ^(o,j les nombres /j allant en

croissant, d'après les relations (iSg), à mesure que leur indice

diminue.

Donc [F,, ^',])., sera de la forme Y; et il en sera de même de chacun

(les autres termes [F», ^'2^)^,

75. Lemme. — Un produit symbolique ^ sera de l'espèce Y : i°.y'/7

contient en facteur [ab)''^\ les symboles a, b représentant des Jonc-

tions d'ordre 2I0U 2Z-1- i; 2°^'// contient un fadeur [ab)'{bc)'\cay^

p étant > o, et a, b, c représentant des Jonctions a'ordre 2/.

En cflet, soit d'abord / = o. <P contiendra en facteur rinvarianl
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(nh), dont l'ordre, étant nul, sera < ", et dont le poids sera 2p,,

quantité inférieure à /)„, d'après les relations (142) et (i/|3); et <P sera

un composé de cet invariant, où l'ordre de la composition est égal à

zéro. Il sera donc de l'espèce Y.

Soit, d'autre part, />o. $ pourra s'exprimer (27) en fonction li-

néaire de composés de produits symboliques F formés avec a, b et

divisibles par [ab]''^' , ou formés avec (7, b, c et divisibles par

(abf [bc'f [cay, avec d'autres covariants, formés avec les autres sym-

boles, et <I> sera de l'espèce Y si les covariants F en sont (72).

Supposons d'abord que F soit divisible par (abf'^'. Soient q, r les

ordres des fonctions correspondantes à. a et b, et soit 7 <r. L'ordre w

de F sera au plus égal à q -h r — 2I — 2, quantité égale h q — 1 on à

q — 2, suivant qu'on aura /= 2/ + i ou r= 2I. On aura, dans tous les

cas, w <^ (/, et ajortioii < n, n étant le maximum de l'ordre des fonc-

tions A, B, C,... que l'on considère.

D'autre part, le poids u de F sera égal k pg + p^. S>\ r — q = 2I -h 1

.

il sera égal à zp^t+i, et, d'après les relations (iSg), au plus égal a p^i,

qui lui-même est au plus égal à />„, w étant au plus égal à 2/.

Si 7 = 2/, r= 2I -h i, on aura, d'après les mêmes relations,

h-+ Pr<î|hr<|>^!-,</'o,

0) étant au plus égal à 2/ — i

.

Enfin, si «7 = r = 2/, on aura

lu étant au plus égal à 2/ — 2.

Supjjosons, en second lieu, F divisible par [ah )' [hc f [cay , n, h, c

représenlant des fonctions d'ordre 2/. On aura

oj = G / — 4 / — 7.0 = 2 / — 2 'y - 2 / — :>•<//;

et l'on aura, d'autre part,

- = 3/.,, =
/'./-= </v.

Donc F sera bien, dans tous les cas, de l'espèce Y.

Joiini. de Math. (3« scrk'S tuiiie 11. — Jiillet 187Û. 2y
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74. Théorrme. — Un covariant quelconque <^ peut s'exprimer eu

fonction linéaire de covariants des espèces X et Y.

Supposons d'abord que ies symboles a, h,... qui figurent dans '!•

représentent tous des fonctions d'ordre 2/ ou 2/+ 1. On sait (68)

que $ sera formé de trois espèces de termes :

1° Des termes <j? divisibles par un facteur tel que [ah j^^
; ils seront

de l'espèce Y (75).

2" Des termes ^divisibles par un facteur lel que (ab)' [hc / (cay^

où p > o, a, b, c représentant des fonctions d'ordre 9.1. Ces termes

seront également de res|ièce Y (75).

3" Une fonction entière ^a. de produits symboliques R, R,, . ,
de

degré au plus égal à i[i Z) et de la forme

i I /|5j /"''/
; bc)'' (cd ,^' ..cleY .,

. . .
^/' /r.,...

y., V,... satisfaisant aux conditions

(146) ii^l, v<^,
ij:

= u. — -j~i, v'='i,--.-

Soient R l'un de ces produits, f? son degré, « son ordre, n son

poids. Les 5 symboles «, i, c,... qui y figurent représentant des fonc-

tions d'ordre au plus égal à 2/ 4- i et au moins égal à 2/ et de poids

au plus égal à p^i, on aura (68)

(148) 0.5(2/4-1)0 —2'y.-l-v-f-,v.'-i-v'-f-...)^(-i/ -H i)^7''il-^\ ^(0"<S/.

(149) 0) r; 2 /(^ — 2 y. -f- V -+- u.' + v' + . .. ) ;

/, y -t- a' :J y. — £ ;; /, v' + u." :; /,.

mais ou a

d'où

( 1 5o
) fj.

-t- V -H- [].' + v' -f- . . . < tl,

l désignant le nombre des exposants ;-».,(/-', y. , ••, lequel est évidi-mmenl

1.0 ,0 — I . . . . . ,^ 1

égal a - on a , suivant que est pair ou uiipair. On aiu'a donc

(l'ïr) 0).= 2/c? -/c?../'î.
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d'où

(132) 7; < 1>21 ,; y 0) ,- S, '

j ^ F/.

Les produils syml)oliqu('S tels que R ont donc leur ordre non supé-

rieur à S; et leur poids non supérieur à T;. Chacun des leriues île .u,

contenant en facteur un de ces produits, sera de l'espèce X; le théo-

rème sera donc démontré.

On remarquera que le raisonnement qui précède suppose implici-

tement que /> o; mais si l'on avait / = o, R se réduirait à un facteur

linéaire tel que fl^., ayant pour ordre i et poiu- poids /j,, quantités les-

peclivement inférieures à S„ et T„.

7o. Soit, comme plus haut, /// le plus grand entier contenu dans -;

les covariants de classe m ne poiu-ront évirlemment contenir que des

symboles de fonctions d'ordre 1.111 ou iin -\- \ . I-e théorème est donc

établi par ce qui précède pour ces covariants.

Nous allons maintenant démontrer que, s'il est vrai pour les cova-

riants de la classe / + i, il sera vrai pour la classe /.

Soit $ un de ces derniers covariants; |)armi les symboles qui y

figurent, les uns, a, Z»,... représenteront des fonctions d'onhv supé-

rieur à 2/ -f- I ; les autres, a, b,... des fonctions d'ordre 2 / ou 2/ + i

.

Cela posé, $ pourra s'exprimer linéairement (27) au moyen de

composés tels que

[F, ^],,

où F et i sont des covariants respectivement formés avec n, h,... et

avec a, b

11 faut démontrer que chacun de ces couiposés s'exprime au moven

de termes des espèces X et Y.

76. Si X = o, ce sera évident. En effet, le composé se réduira dans ce

cas à un simple produit. Or -f est formé d'une somme de termes dont

les uns, (S, ^, sont de l'espèce Y et les'autres, a, de l'espèce X. Ces

termes, respectivement multipliés par F, donneront évidemment des

termes de même espèce.

20.
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Mais nous allons démontrer que la chose sera vraie pour une valeui-

quelconque de X, si elle est vraie pour les valeurs moindres.

77. Le covariant F, étant de la classe l-\- i, [)ourra, par hypothèse,

s'exprimer par une somme de termes des espèces X et Y ; d'autre part

^ s'exprimera (68) par des fermes 'P et ^ qui sont de l'espèce Y, et

des termes A, qui sont de l'espèce X.

Le composé [F, ^]y s'obtient en composant les divers termes de F

avec ceux de J, et ajoutant les résultats. D'ailleurs, si l'un des termes

que l'on compose est de l'espèce Y, il en sera de même du résultat (72).

Il ne reste donc qu'à examiner le résultat de la composition d'un

terme de l'espèce X pris parmi ceux de F avec un terme de l'espèce Jl.

78. Soient MN et ARR,... les deux termes qu'il s'agit de com-

poser (A" désignant une constante et R, Rj,-- des produits symboliques

de l'espèce R). Le résultat est la moyenne d'une série de termes obte-

nus en choisissant arbitrairement X facteurs linéaires c^., Tj.,... parmi

ceux qui figurent dans MN, les associant à X facteurs linéaires Sj., (.,,...

arbitrairement choisis parmi ceux de ARR,..., et remplaçiuit dans le

produit ÙMN ARR,,... chaque couple de facteurs associés cr^-i^ par le

déterminant correspondant [os) (20).

Soit W celui de ces termes obtenus en choisissant pour les associer

ensemble les X premiers facteurs linéaires de chacun des deux produits

s)mboliques MN, ARR,.... On aura 27)

[.MN,AHR,...]>=M- -A,p,[lv.fp],,

F» et .fp étant des covariants respectivement formés avec les symboles

a, b,... et a, b,... et 7 étant im entier < X. Les covariants [h\, l'^\^

pourront, par hypothèse, s'exprimer par des termes des espèces X et Y.

Il ne restera donc à considérer que le terme 4 .

Soient d'ailleurs Q et II l'ordre et le poids de M, w et ;:, w, et 7:,,..

l'ordre et le poids de R, R,

79. Supposons d'abord />o.
Deux cas seront à distinj^uer, suivant que X sera ou non inférieur

a i2.
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Premier cas, ). << û. — Les X premiers facteurs de M devront être

associés aux ) premiers facteurs de ARR, Supposons que, pour

trouver ce nombre de facteurs, il ait fallu prendre tous ceux de lî,

Ri,..., Ro._, et tout ou partie de ceux de R^. On aura

;i53) >r=rM'NAD a-i- 1 ; • • • )

M' étant un covariant formé avec les symboles de I\I, R,.., Wj,.

Soient Q.' et H' l'ordre et le |)oids de M'. Ou aura

(i54) il' = o + ,,, + ... + ,,j^ _ 2X,

(i55) IJ' = n + - + ... + -«.

On a d'ailleurs par hypothèse

(i56) û;s,^,, n^T/^,.

On a, d'autre part,

(157) a> + ...+ u^_,<). <Û,

et enfin, d'après les relations (i48) et (i 52 ),

(i58) w=(2/ + i)>j.(/),..., a)„ = (2/+ i)'^ (/;,

(.59) ^=Ç«,. ., r:,^9^ov

On en conclut

(160) 0-<i2+ o.^<S/^, + (2/4- i) J.(/)<S/,

(
n' = n + '-^ (w +. . .-t- r^.i < n + Ç-'(p. + o.,}

(161)

(

<'1V. +Ç-'S/<T/.

Ces deux inégalités montrent que W est de l'espèce X.

80. Deuxième cas, lt,il. — Les H facteurs linéaires de M se trou-

veront associés aux Q. premiers facteurs linéaires du produit ARR, ...

Supposons que, pour trouver ces û facteurs il faille prendre tous les
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facteurs liiiéaiiTS de R,. ., Ra-t c' 'ont ou partie de ceux do R^. Soit

R^ = [ab}'-{bcf' (cv/)''^',. ... ni hl cl,.. ,

et supposons, pour fixer les idées, qu'on ait dû y prendre les (7 -)- r

fiiCleurs rt^, b^ et Ô des facteurs c,..

L'un des deux nombres yZ-i-v —0, v -h Q sera = /. En effet, leur

somme est égale à v + |u,'-l-u, ordre de la fonction représentée ])ar le

symbole c; cet ordre est égal à 2Z ou à 2 / + i

.

1° Supposons [j.' -h V — 9 ^l. Partageons les symboles en deux caté-

gories dont la première sera formée des symboles contenus dans INI,

R,..., Ra-i, auxquels on joindra les symboles fl, b,c. Ou pourra (27)

exprimer T en fonction linéaire de composés tels que [G, çjp, où G
et

(J
sont des covariants respectivement formés avec les symboles de

première et de seconde catégorie, G étant d'ailleurs divisible par le

produit L des déterminants formés par les symboles de la première

catégorie dans l'expression de W. Or L absorbe tous ces symboles,

sauf ij.' -4- u — 5 des symboles c. Donc G a son ordre il' au plus égal

à [j.' + V — 6, et par suite au plus égal à /. D'autre part, son poids H'

est au plus égal à IT -+-;: + ...+ rr,^ (il sera moindre si c n'est pas le

dernier des symboles que contient R»).

On a d'ailleurs, comme dans le cas |récédtnl,

(162) n'=;n -f-r: -h...-h r:^< IV.

maison a, en vertu de la relation (1 '|o
,

et ajordori, i2' étant ;, /, 1/ />i, ; on aura donc

(164) n'</v, avec n'=l<n.

Donc chacun des com|)osés [G,'jjp, :i l'aide desquels M est formé,

est de l'espèce Y.

2° Su|)posons V + 5 /. On partagera de même les symboles en

deux catégories, mais en mettant cette l'ois c dans la seconde catégorie.

Le raisonnement restera le même, L absorbant tous les symboles de la

première catégorie, sauf symboles de M et v symboles b.

Le tliéorème est donc comj)lélenient établi.
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81. Soit maintenant l — o. Les covariants R, R,,. . se réduiionl a

des fonctions linéaires telles que a^, h^. avant pour poids /j,. Cela

posé, si À «Cfi, on aura

M' = M'.NAR)...,

M' étant un covariant formé avec les symboles de M, R,..., R)_,, lequel

aura évidemment jjour ordre 0. — )., et |)our poids II -t- //;,•, et comme
on a, par hypotliése,

<2^S,. II;:;T,,

on aura, afortiori,

I}-).7S,=S„. Il +-)./^< n ^i2/>, <T. +/;,S,<T„,

inégalités qui montrent que 4 est de res[)èce X.

Soit enfin XZ, il. Ou aura évidemment

M = :\r.:s',

M' étant le Q.''"" composé de IM avec RR,...Rq_,, et W un terme d'un

des composés de N avec ARuR,j^,— D'ailleurs, l'ordre de ]M' sera nul,

et n Jbrtiori < S;,; et sou poids sera

n -hÛ/^, ^T, + S,/', =T„,

d'où il résulte encore que 4' est de l'espèce X.

82. Théorème. — Un covariant quelconque <I> peut s'exprimer en

fonction entière de covariants dont L'ordre ne surpasse pas S^, et dont le

poids ne surpasse pas To

Le théorème est évident pour les covariants du premier degré, qui

ne sont autres que les fonctions A, D,... elles-mêmes.

Nous établirons que, s'il est vrai pour les covariants de degré infé-

rieur à (?, il le sera encore pour les covariants de degré «î.

Ces covariants s'expriment linéairement par des covariants des

espèces X et Y, qu'il suffira d'examiner sé|iarément.

85. Or un covariant MN, de l'espèce X, est le produit d'un cova-

riant M, dont l'ordre ne surpasse pas S^, et dont le poids ne surpasse
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jîas To, par un covariant N de degré moindre auquel on pourra a|)|»li-

([uer le théorème.

84. Considérons, d'autre part, un covariant [F, ,f]ji de l'espèce Y;

soient w l'ordre de F, tt soi> poids, qui sera, par hypothèse, au plus

égalà/j„.

Faisons abstraction, pour tin instant, des relations qui existent entre

ia fonction F et les fonctions primitives A, B,..., et traitons-la comme
si c'était une fonction indépendante, d'ordre m; assignons-lui, en

outre, au lieu du poids tt, le poids /j„, qui convient à son orilre. Dans

ces nouvelles conditions, [F, ,?]„. deviendra un covariant des fonc-

tions A, B,..., F. Son degré sera inférieur à â; car elle ne contient

qu'un seul symbole^, représentant la fonction F, au lieu des symboles

a, b,... des fonctions primitives que contenait le covariant F.

On pourra donc, par hypothèse, exprimer [F, ,7jjj. en fonction en-

tière de covariants K, K',..., dont l'ordre et le poids ne siu passeront

|)as Sj et ïo-

Revenons maintenant aux conditions primitives, où F n'est plus

une fonction indépendante, mais un covariant de A, B, L'expres-

sion de [F, j]^ se déduira de celle qui vient d'être obtenue en élimi-

nant de l'expression des covariants K, Iv',... le symbole y du cova-

riant F, comme il est indiqué dans la Section III. Il est clair que cette

opération n'altérera pas l'ordre de ces covariants. D'autre part, leur

poids ne pourra être augmenté, le symbole/, auquel on avait assigné

le poids /7„, se trouvant remplacé par les symboles a, h,..., dont le

poids total est 7î. Donc l'ordre et le poids des covariants K, K',. .. con-

tinueront à ne pas surpnsserSo et To.

8îi. CoROLLAiiU:;. — Si le noinbie des Jonctions A,!',. . est limite,

lenrs covariants s'exprimeront en Jonction entière d'un nombre limité

de covariants indépendants.

Il est clair, en effet, fpi'on ne pouira former qu'tui uoiiib:e liuuté de

covariants, dont le [)oids soit iulérieur à '}'„.
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Sin- les cas cVexception au théorème des forces vives. Résumé

et conséquences d'un Mémoire de M. Betti;

Par 31. le D"^ Emile LE^OH.

Le professeur H. Betti a donné, dans son Mémoire Sur les espaces

d'un nombre ijuelconr/ue de dimensions [*], un théorème pour le cas

de n variables dont on déduit, dans le cas de trois seules variables,

des conséquences d'une haute importance dans quelques problèmes

de Mécanique et de Physique mathématique.

Je poserai quelques définitions absolument indispensables :

M. Betti appelle espace à ti dimensions et désigne par S,, l'ensemble

de tous les systèmes de valeurs réelles qu'on peut donner à n variables

<fe — 3c à + 00 ; c'est, comme on voit, la variété à «dimensions de

Riemann [**]. Chaque système de valeurs (jCo, a'j, x^,.-., x,,) déter-

mine un point de S„ dont x„, x^.,..., x„ sont les coordonnées . Si, entre

fous ces systèmes, on considère les systèmes qui satisfont à l'équation

[a) F(ar,, oTo,..., j;^„
1
= o,

où F Cbt une fonction continue et monod: orne y>oui- toutes les valeur^

réelles des variables, l'espace à {n — i) dimensions, défini par l'équa-

tion {a .,
séparera S„ en deux régions : dans l'une on aura F <; o, dans

l'autre F > o. S'il est possible de passer d'une manière continue d'un

système pour lequel F<< o à un antre système pour lequel F < o sans

passer par un système pour lequel F= o, la région F < o est un espace

connexe. On peut en dire autant pour la région F > o.

[*] Enbico Betti, Sopra gti spazii d'un numéro qualunque di dimensioni. [Annali

di Matematica pura ed applicata, série IP, torao IV°, fascicolo II", p. i4o-i58.)

[**] B. RiEMiXN, Ueber die Hrpnthcsen, «vlc/ic der Géométrie zu Grande licen.

[Mémoires de Gôuingue, t. XIII.)

Journ. de Math. (3' série), tome II. — Jullet 1S76. JO
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Un espace S„_„, k n ~ m dimensions ;i la conjiexiaii linéaire lors-

qu'on peut réunir deux quelconques l'e ses points par une ligne con-

tinue entièrement située dans S„_„,. Un espace S„_, estfeivné, s'il di-

vise S„ en deux régions à coiuiexion linéaire, de manière qu'on ne

puisse passer de l'une à l'autre sans traverser S,,.,. Un espace est^wi si

toutes les coordonnées de ses points ont des valeurs finies. Un certain

nombre d'inégalités

F, < G, F2<o,..., F,„ < G

déterminent une partie R, d'un espace S, qui peut être à comiexion

linéaire. La totalité des espaces à (^ — i) dimensions

F, == o, Fo = o,. ., F„, = o,

qui limitent R^, de n)anière qu'il soit impossible de passer d'un point

de R, à un point hors de R, par une ligne continue sans traverser au-

cun de ces espaces, constitue le contour de R,.

Un esp:ice ^/// et à connexion linéaire esl fermé ou il a un contour.

Si, dans un espace R„ à n dimensions, limité par un seul ou par plu-

sieurs espaces à [n — i) dimensions, cliaque espace fermé à /«dimensions

(/«<«) constitue le contour d'un espace à (»i + i) dimensions et à coh-

nexion linéaire entièrement conteiui dans R„, l'espace R„ a une con-

nexion simple de rn""""^ espèce. Un esjiace dont les connexions de toutes

les espèces sont simples est simplement connexe. Si l'on peut imaginer

dans R„ un nombre /9,„ d'espaces fermés à m dimensions, qui ne puissent

pas constituer le contour d'une partie à connexion linéaire d'un espaï'e

à (;« -t- i) dimensions toutes situées dans R„, mais tels que tout autre

espace fermé à m dimensions puisse constituer ou seul, ou avec une

partie cVentre eux , ou avec tous, le contour d'mie partie à connexion

linéaire d'un espace à {m + i) dimensions toutes situées dans I5„, on

dit que la connexion de m''''"' espèce de R„ est d'ordre ip -I- i)'"'".

L'ordre de connexion d'un espace à n dimensions ne dépend point

de la grandeur ni de lajorme de ses éléments. Par conséquent , deux
espaces qid se déduisent l'un de l'autre par tiansjormation contiinie

ont leurs ordres de connexion de toutes les espèces égaux. Un point

étant simpleme!)t connexe, tout espace qui, par transformation con-

tinue, se réduit à un point, est simplement connexe. L'espace k n di-
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mensions

{jc, — «,)- -t- {.T., — c/.^)- +...-!- {x„ — a„Y < R-,

qui a pour conloiir l'espace à \Ji — i) dimensions,

{x, — c.,)- -!-- {.T., — c.j- +...-+- {x„ — c/.„Y — R%

«I, «2v> ^n et R étant des constantes, est simplement connexe. On
peut, en effet, faire tendre d'une manière continue .r,, .ro,..., x„ vers

a,, Un,..., cf.„. et réduire cet espace au point .r, = «,, .To — «o,...,

.r„ = «„.

Pour éclaircir quelque peu ces notions, je vais les a|)p!iqurr (rès-

brièvement aux suifaces (espace à deux dimensions), et à l'espace or-

dinaire (à trois dimensions) [*].

Les surfaces ont un seul ordre de connexion : Une surface S, o

pour onlie de connexion [p^ i) si l'on peut y décrire p lignes jer-

mées qui ne conatiluent pas le contour d'une de ses parties, mais telles

que toute autre li^ne fermée, ou seule, ou awc une partie des pre-

mières, ou avec toutes, constitue le contour d'une partie deSn. La partie

du plan comprise dans un cercle et la surface de la sphère sont sim-

plement connexes; la surface plane comprise entre deux cercles et la

surface du tore ont resj)cctivement leurs ordres de connexion égaux

à 2 et à 3.

L'espace ordinaire S3 (espace à trois dimensions) a deux espèces de

connexions, une connexion de deuxième et une de première espèce.

Un espace ordinaire R3 a sa connexion de deuxième espèce de l'ordie

{ Pi -h i), si l'on peut imaginer dans R3 p^ surfaces fermées qui ne

puissent pas former seules le contour d'une partie de R3, mais telles

que toute autre surface fermée, imaginée dans R3, ou seule, ou avec

une partie des premières, ou avec toutes,forme le contourd'une partie de

R3 . Un espace ordinaire R3 a sa connexion de première espèce de l'ordre

( ^, -h I ), si l 'on peut imaginer dans R3 /J( lignesfermées s, s,,..., s^,,, qui

[*] B. Rieniann s'est occupe pour la première fois de la connexion des surfaces dans

ses Bases d'une Tliéorie générale des fonctions d'une variable cnniplcre. ^GoUinguc,

i85i.; La définition de l'ordre de connexion d'une surface donnée par lui se déduit

aisément de celle de Belti.

3o.
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ne constituent pas le contour d'une partie de surjace, mais telles que

toute autre ligne fermée, ou seule, ou avec une partie des s, ou avec

tous les s, constitue le contour d'mie partie de surface contenue en Rj

Un espace ordinaire R3 est simplement connexe lorsqu'il a ses deux

connexions du premier ordre ou simples ; l'espace compris dans une

sphère (réductible par transformation continue à un point) est sim-

plement connexe. I -'espace compris entre deux sphères concentriques,

l'espace compris dans un tore, l'espace compris entre une sphère et un

tore et l'espace compris entre deux tores ont respectivement [pour

ordres de connexion de deuxième espèce 2, i, 2 et 2, et pour ordres

de connexion de prcaiière espèce i, 2, 2 et 3.

Une section transverse a m dimensions [m <C n) dans un espace li-

mité R„ à n dimensions ; c'est un espace à m dimensions, le long du-

quel la connexion de R„ est interrompue et qui a son contour sur le

contour de R„.

M. Retfi démontre que, pour rendre simplement connexe et réduire,

par conséquent, par transformation continue à un point, un espacefini

R„ à n dimensions par des sections transverses simplement connexes,

ilfaut et il suffit d'yfaire p„_, sections linéaires, />„_, sections à deux

dimensions, p„_f à trois dimensions,..., p, à [n — i) dimensions, si

Pi -+- i
, P2

-^- •»•••> /^-i -T- r sont les ordres de ses connexions de pre-

mière , deuxième,..., [n — i]'""^ espèce. M. Betti démontre encore

que :

lorsqu'un espacefni R„ est réduit simplement connexe par des sec-

tions transverses simplement conne.ves, chaque espacefermé de m di-

mensions imaginé en ^„ forme, avec un nombre d'espaces fermés à

m dimensions égal au nombre de sections transverses n — m qu'il

rencontre , le contour d'un espace à ' m -+- i ) dimensions contenu

dans R„.

L'espace ordinaire compris entre deux sphères concentriques s-? ré-

duit à devenir simplement connexe par une seule section transverse

linéaire qui va d'un point de la sphère extérieure à un point de la

sphère intérieure. Sa connexion, de première espèce, est donc simple

e! celle de deuxième espèce du deuxième ordre.

Ces notions posées, voici le théorème que j'ai annoncé :
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Soit R„ un espacefermé à n diinejisions dont Vordre de conneaion

de première espèce est p, -+- i; soient s, , s.^ , s^, les p, sections trans-

verses simplement connexes à {n — i) dimensions^, qui réduisent à être

simple sa connexion de première espèce; soient L,, L2, I3,..., !>,,,

p, lignesfeimées qui traversent respectivement les sections s,, s„..., .v^,

,

et telles que chaque ligneJermée l, jointe à celles des lignes L qui ren-

contrent les mêmes sections qu'elle,forme le contour d'un espace C^ à

deux dimensions entièrement contenu en ?^„; soient encore XjjXo,.-»

X„nfonctions des points (z,, z,,..., z„) de l'espace ^„finies et continues

I T. • r n \ n — 1 1 ,

dans tout K„, qui satisjassent aux équations

l'intégrale

flXrd:,-, (r= I, 2, 3,..., n),

étendue à toutes les lignes /, L^Lo,..., L^, quiforment le contour de C,.

est toujours nulle, quelle que soit la ligne Jermée l [*]

On en déduit :

1° Si l'espace R„ à n dimensions a une connexion simple de pre-

mière espèce comme l'espace ordinaire, l'espace compris entre deux

sphères concentriques), l'intégrale

flXrdz,

étendue à deux lignes qui aboutissent au même point r, et partent

du même point z^, a la même valeur. Ces deux lignes, eu effet, prises

ensemble, forment une ligne fermée, contour d'un espace à deux di-

mensions contenu dans R„. L'intégrale est donc, dans ce cas, indé-

pendante de la ligne selon laquelle elle va de z„ à z,; et, si l'on tient

fixe le point z^i p"^ peut être regardée comme fonction monodrome

de (Z|, z..,..., z„).

2° Si R„ a sa connexion de première espèce de l'ordre {p, -f- 1), si

L,, Lo,..., Lp, sont p, lignes fermées qui ne forment pas seules le con-

tour d'un espace à deux dimensions contenues dans R„, et si j,, s^,....,

['] La démonstration de ce théorème est dans le Mémoire cité de M. Betli.
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Sp sont p, sections transverses à [ti — i) dimensions, qui réduisent à

devenir simple la connexion de première espèce de R„, une ligne fer-

mée / formera un contour avec celles des lignes L qui rencontrent les

mêmes sections qu'elle. On aura donc, en posant

H, — / IXrdz^. (r=s 1, 2, 3,..., n),

flX.dz, >n m,= o,
.7

où la deuxième somme doit être étendue à toutes les valeurs de t, qui

&ont indices des sections transverses de [n — i) dimensions rencontrées

par la ligne /. Par conséquent l'nitégrale

X='ix,*„

étendue eutre deux points r„ et z, de B„ sur une ligne qui traverse

s sections transverscs, différera de l'intégrale étendue sur une ligne qui

ne rencontre aucune section des quantités H relatives aux sections

rencontrées.

Le théorème précédent, limité à trois variables, est d'une haute im-

portance dans quelques problèmes de Mécanique et de Physique ma-

thématique. M. lîetti l'a bien fait ressortir dans ses Leçons de Physique

mathématique données aux élèves de l'Université de Pise en 1872.

On sait que, si un point se meut dans l'espace sous l'action d'une

force dont l'intensité dépend seulement de la position du point, en dé-

signant par v^ la vitesse du point dans la position {jc^,j-g, rp), et par <»

sa vitesse dans la position (r, J , z), par m sa masse et par .r, y, z les

composantes de la force selon les axes, on a

l,/a'^=
f''''" {Xdx-} Ydj + Zdz ).

Si la valeur de l'intégrale ne dépend pas de la ligne suivie par le

|)oinl mohde, mais seulement des points initial et final du mousement,
\(' principe de la conscivtition de la jorcc est vérifié, et il en résulte

que, quel que soit le chemin parcouru par le point de la position ini-



CA.S d'kXCRPTION \U TIIlior.KME DES FOnCF.S VIVKS. 23<)

tiale à la finale, le travail eftectué par la force reste toujours le même.
Un pose, en général, comme condition suffisante la condilioti que
(Xr/x -!- '^dj -V- 7j1z) soit une différentielle exacte, c'est-à-dire que
les fonctions X, Y. Z satisfassent aux trois équations de condition

^X
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LETTRE A M. RESAL;

Par m. DARBOUX.

Dans la lettre qu'il vient de vous écrire, M. Heine attribue à M. Lau-

rent la formule

z — X
- (Z„X„^, - X„Z„^,) == l{in -h i)Z„X„.

La vérité est que cette formule est une simple application de celle

que j'ai donnée pour toutes les fonctions formant une suite de Sturm

et qui forme le point de départ de mon Mémoire sur le théorème de

Sturm [Bulletin des Sciences mathématiquesj t. VllI, p. 69). Le pro-

cédé par lequel M. Laurent obtient la démonstration de l'équation

particulière, relative aux fonctions X„, est identique à celui que j'ai

appliqué au cas général. Tous ceux qui connaissent M. Laurent ne

douteront pas qu'il ne m'eût loyalement cité s'il eût pris connaissance

(le mon travail.

J'ajouterai que, pour le cas particulier des fonctions X„, la foruuile

se trouve déjà dans le beau Mémoire de M. Chrislollel sur la méthode

des quadratures mécaniques [Journal de Crelie , t, 55, p. 73).

Veuillez agréer, etc.
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Méthodes de transformation fondées sur la conservation d une

relation invariable entre les dérivées de même ordre;

Pau m. HATOi\ DE L V GOUPILLlÈRE.

1. Désignons par x une variable indépendante et [uir j une fonc-

tion de cette variable qui devra rester ici absolument quelconque.

Soient, de même, X une nouvelle variable indépendante destinée à

remplacer la première et Y la fonction correspondante. Les quantités

X- et f sont, bien entendu, reliées, d'une manière déterminée, à X
et Y, quelle que soit la fonction j, et l'on demande s'il est possible

d'établir cette liaison de telle sorte que la dérivée j' de j-, par rap-

port à X, s'exprime uniquement en fonction de Y', dérivée de Y rela-

tive à X, sans qu'il y paraisse aucune des deux quantités X et Y; et

cela, quelle que soit la relation sous-entendue de j' à x.

Nous verrons bientôt quel intérêt se rattache à ce problème au

point de vue des transformations géométriques. Nous étendrons éga-

lement la même recherche aux dérivées d'un ordre quelconque ->•*'

et Y'*'. Mais il est essentiel de traiter d'abord le |)remier ordre,

attendu qu'il constitue une exception qui ne rentrera pas dans la

règle générale.

2. On a identiquement, en clnngennl de variable indépendante,

, > , dr c^X c^Y
(') ^'=.7; = ^^

—

ï:r-/
1 Y

DX DY

Juurii. de Math, (3' série), tome II. — Juillet 1876. J J



242 IIATO?,' DE LA GOUPI LLlÈRE.

Puisqu'on veut que celte expression soit indépendante de X et de Y,

quel que soit Y', ce caractère doit s'observer en particulier pour

Y'^o, c'est-à-dire lorsque l'équation sous-entendue qui relie Y
à X représente, en coordonnées rectangulaires, une droite horizontale.

Il vient par là

—- = const..

c'est-à-dire

c^X

en désignant par A et B des constantes et par u une fonction inconnue

de X et de Y'. Ou aurait également, en envisageant une droite ver-

ticale,

Le caractère d'intégrabilité des fonctions jc et ) exige d'ailleurs que

l'on ait

A'-- \ ''"',

5y ~ ' ?x

^Y ~ ' ^X

Si nous supposous, en prenuer lieu, (|ue — et :^ ne soient pas nuls,

on déduira de là

A __ A,

c est-a-dire

on enfui

A = ne, A, r= B,C,

lL — r'^± ^± - cIl
JX ~ c^x' i^Y

~" ^Y'

X = C}- -h D.



TnANSFORMATIONS F.K GÉOMÉTnir.. 243

On obtiendrait donc par là nne relation déterminée entre x et y, ce

qui est contraire à l'énoncé de la question.

Dès lors, nous sommes réduits à supposer

d'où

et, par suite,

yi

X = B.i)(X) +B,^iY)Y'
AçfX'H- A,ij»(YlY''

Nous pouvons maintenant résoudre inversement cette équation sous

la forme
A.V — B <|){X'

Y' A,/— B, -^^Y

Or, si véritablement j' peut s'exprimer en Y' seul, il en doit être évi-

demment de même de Y' en fonction de y'. Il faut donc que la

fraction

soit indépendante de X et de Y" et, pour cela, que 9 le soit de X
et <^ de Y. On aura, par conséquent, en appelant II et K deux

constantes,

?i = H, Ut = K,

ou, avec de nouvelles arbitraires 7?z, n, M, IN,

^ = AI1=M, ^.=:A,R = N,

^^ = BH = /«, ^^ = R, K = n,

et, eu intégrant,

\ .r = MX + NY -F P,
i 2)

( J-
= //2X + « \ H- p.

Ces formules renferment donc la solution nécessaire de la qnes-

3i.
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tion. Il est du reste facile de constater qu'elle est en niéiiie temps

suffisante sans nouvelles restrictions entre ses six constantes. Elle

donne, en effet,

„ , ,//;-(- 77 Y'
^^) •) - mT-n\"'

quelle que soit la relation qui unit j à oc^ et celle qui en découle

entre Y et X.

5. On peut reconnaître, par quelques applications, l'inlérél qui

s'attache à la recherche précédente.

Si la variable x représente l'angle de contingence d'une courbe,

ordinairement désigné par w, et j la longueur s de l'arc, — sera

le rayon de courbure r. Une ligne quelconque peut toujours être re-

présentée par une relation déterminée entre >y et u, et l'on sait même
que ce mode de représentation, dû à Euler, est l'un des plus utiles

pour l'étude des courbes planes.

Le problème précédent revient alors à déterminer le type lo plus

général des méthodes de transformation fondées sur l'emploi de ces

variables qui permettront d'établir une relation fixe entre les cour-

bures de la proposée et de sa transformée aux points correspondants,

quelle que soit la ligne à laquelle on applique ce procédé de dé-

formation.

Nous venons, d'une part, de reconnaître que l'on ne doit pas songer

à imposer ainsi aucune autre relation que celles qui rentreront dans

le type (3)

M + JNR

et que la transformation l<i plus générale qui amènera ce résultat est li

suivante (2) :

s = wO + //S +- /',

w = Mii-f NS -H P.

La pré.sence de ces six constantes arbitraires, ou au moins des cpintre

premières, m, «, M, N, permet d'ailleurs de comprendre dans ce pro-
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blême un grand nombre de questions particulières, parmi lesquelles

je me borne à citer comme exemples les suivantes :

1° Transformation telle, que les deux courbures soient propor-

tionnelles :

s = nS + p,

(u =-.MÛ-K P,

d'où

I _ M I

r ~ « R
'

2" Tiansformalion telle, que la courbure augmente par cette

opération d'une même quantité pour tous les points de toutes les

courbes :

J = «S -!-/>,

w = «11 + NS + P,

d'où Il N

r ~~ R
~"

«
'

!5° Transformation telle, que le rayon de courbure augmente d'une

quantité constante :

s -- iiiQ. -h- nS -+ p,

W = Hii + P,

d'où

/ = R H
n

4° Transformation telle, que les deux rayons de courbure varient

en raison inverse :

s — iiiQ + p,

w = NS + P,

d'où

/R

et ainsi de suite.

4. Ou peut également trouver des applications dans les svstéiiies
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ordinaires de coordonnées. Je me bornerai à l'exemple des coordon-

nées polaires / et 0. On sait que ^ y représente la sous-noriiiale /.

Le type général de la relation que l'on peut établir entre les deux

sous-normales X et A, ainsi que celui de la transformation qui y con-

duit, continuent à se trouver dans les formules (3) et (2).

Si, par exemple, on demande qu'il y ait, entre les deux sous-nor-

males, une relation linéaire, il suffira de prendre

r = t?iQ -\- fiR -f- p,

5 = .M (:) H- F,

d'où

n . m

Si, en particulier, on fait M = «, la sous-normale augmente d \ine

quantité constante.

Pour m = o, les deux sous-normales restent proportionnelles. Eu

ajoutant à cette bypothèse la suivante, Ji = M, la sous-normale ne

change pas. Entre autres cas particuliers de cette solution, pour » = 1,

M = I , /// = o, on obtient la transformation conchoïdale
,
qui, comme

on le sait, jouit en effet de cette propriété. On voit, d'ailleurs, que le

ty|)e le plus étendu des transformations qui conservent la sous-nor-

aiale revient à la combinaison des suivantes : i°V/iomoi/ictie avec un

rapport de similitude JM; 2" la dilatation de tous les aziuuils dans le

même rapport M (opération connue pour la transformation des engre-

nages de roulement); 3° une rotation égale à P; 4"!'* transformation

conchoïdale avec le paramètre p.

5. Cherchons de même, en Cinématique, s'il est possible d'établir,

entre les positions de deux mobiles sur leurs trajectoires et les instants

correspondants, des relations invariables telles que, quelle que soit la

loi des mouvements, il existe une condition fixe entre leurs deux
vitesses. Il suffira que jc représente le tem|)S t et j l'arc s de la

trajectoire.

Nous reconnaissons d'abord qu'il ne peut exister, entre les vitesses,
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de relation plus générale que la suivante (?>) :

m + nV
'' ~ M + m?'

et qu'on l'obtiendra an moyen desformnies (2)

.s = niT -I- /kS -4- /),

i = MT -;- NS + P.

Si, par exemple, on demande que la vitesse de tous les mouvements

possibles se trouve augmentée d'iuie même quantité, on prendra

s = iiiT -+- nS -h jJ,

t = 7/T -H P,

ce qui donne
m

t' = V H
n

Je ne m'arrêterai pas à multiplier davantage les applications.

§ II.

6. Avant d'aborder le cas général, il est encore à peu près nécrs-

saire d'envisager directement le second ordre. Nous chercherons donc
d'y /l^Y

à l'aire en sorte qu'il existe, entre 7
" = y- et Y" = —— » une relation

fixe, indépendante de celles qui unissent j à j? et Y à X.

La formule du changement de variables, relative à ce cas, s'obtient

en différentiant la relation (i) par rapport à X. Il vient ainsi, dans

le |)remier membre, r' —-• Dans le second, le dénominateur se trouve

porté au carré. Comme d'ailleurs il ne diffère pas de -—
, nous pou-

vons ecrn-e
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On voit clairement que, Y" ne figurant pas dans le coefficient de j'\ la

relation entre ces deux dérivées ne peut être que linéaire. Comme du

reste on exige que les coefficients ne renferment aucune des quantités

X, Y, Y', la forme cherchée sera nécessairement

(5) 7" = AY"^B,

ei! désignant par A et B deux constantes.

7. Lorsqu'on effectue les réductions, on reconnaît facilement que Y'

disparaît du coefficient de Y" dans le second membre. 11 doit donc

également s'évanouir dans celui de j", qui passe en dénominateur;

d'où la condition

exigeant que a: ne dépende que dt- X, à l'inverse de ce que nous avions

trouvé pour le premier ordre {2).

Le coefficient de Y" se réduit alors à

w
et, puisqu'il doit être égal à A, il s'ensuit

Le coefficient de Y' devient, de son côté,

^^ axDY ~ yy âx='

et, comme il doit disparaître de lui-même, nous devons poser

L>'.r
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c'est-à-dire

et en intégrant

expression dans laquelle y^ désigne une fonction arbitraire de Y seul.

Il vient par là

ou, d'après (,6),

Mais d'ailleurs on a reconnu que — ne doit pas contenir Y, Il faut

donc quey^(Y) se réduise à une constante, et il en sera par suite de

même pour :—:• Il vient ainsi, pour l'expression définitive de x,

(7) X = MX + P.

En substituant cette expression dans la relation (6), ou obtient

^ — A\I-

valeur arbitraire que nous pouvons représenter plus simplement par «,

ce qui donne

(8) 7 = «Y + F(X).

Eu troisième lieu, le terme indépendant de Y' et Y", dans la for-

mule (4). est le suivant :

f/.r ti'y l\x d'.v

c'est-à-dire

F"(X)

Journ. de Math. (3° série), tome H. — Juillet 187G. •'2
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Or il doit être constant et égal à B, par suite

F(X) = |M'BX= + mX H- p.

Mais B reste arbitraire, et il sera plus simple d'écrire (8)

(9) j = IX" + inX -^- /lY -h p.

Les formules (7) et (9) résolvent la question. En effet, bien que nous

n'ayons pas encore épuisé l'identification, nous pouvons constater que

ces expressions satisfont à l'énoncé de la question sans nouvelle res-

triction entre leurs six arbitraires. Elles donnent, en effet,

dj = (a/X ^- in)d\ + ndY,

1 " A-'
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^S III.

9. Nous pouvons maintenant généraliser la recherche précédente el

nous proposer de créer, entre les dérivées j'*' et Y'*' d'un ordre quel-

conque, mais déterminé Â:, une relation fixe, indépendante de celles qui

unissent j" et Y à leurs variables respectives x et X.

Pour obtenir les dérivées successives j"'". j"",. ., j''*', il suffira de

différentier un certain nombre de fois, par rappoit à X, la valeur

de j", en ayant soin de chasser du premier membre le coefficient —
-. »

qui s'y réintroduit à chaque différentiation. Le dénominateur sera

donc exclusivement formé de puissances de la quantité

et l'on reconnaîtra, comme ci-dessus (6), que la relation cherchée ne

peut être que linéaire sons la forme

(lo) jC') = AY'*' + B.

Si le premier ordre a fait exception à cette règle générale, en

admettant un type fractionnaire (3), il est facile de voir que cela tient

à ce que le raisonnement employé se trouve alors en défaut, parce

que Y'**' se confond avec Y'.

10. Si nous chassons le dénominateur après la fin des différentia-

tions, le premier membre de l'égalité (lo) deviendra

[ay<^)_b](^^^y')'

et devra se trouver identiquement égal au numérateur. Développons

cette identification.

Le coefficient de Y'" contient, dans le premier membre.

(^
,. \ /i

32.
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Au contraire, dans le second, il sera toujours, par rapport à Y', d'un

degré inférieur, comme nous allons le reconnaître. En effet, si nous
(Ix

représentons en abrégé par Z la quantité —> j'-'"'' aura la forme

r"' =
U -l-VY(*)

u et V étant des fonctions de X, Y, Y', Y",..., Y'''""''. On en tire, en

ilifférentiant par rapport à X,

z''[u, +VY(*+')] _ [U -H vy(*)]/<z''-' ^

d'où, en réduisant.

Le coefficient de la dérivée d'ordre le plus élevé et le dénominateur

forment donc deux progressions géométriques dont les raisons sont

respectivement Z et Z-. Donc l'exposant de Y' qui entre à la première

puissance d;ins Z croit plus rapidement au dénominateur que dans

le coefficient en question. Il est d'ailleurs déjà supérieur dès le second

ordre (4), et par suite l'inégalité se conservera toujours dans le même
sens.

D'après cela, le terme en Y'"^ doit disparaître de lui-même, et, comme
A ne peut s'annuler, nous sommes forcés de poser

(.1) ^^=o, x=/(X).

Le coeftjcienl de Y'^*, dans le premier membre, se réduit par là de

la manière suivante :

Ar/'(x)j=*-'.

En effet, la valeur de h devient en effet 2k— i pour k= 2 (4), et

nous venons de voir qu'elle s'accroit de deux unités pour chaque unité

d'augmentation de A. De même le coefficient de Y<*', dans le second

membre, a pour valeur

J^[/'(X)]*-.
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En eftet, pour A' = 2, il se réduit (4) à /'(X) ^, et nous venons* de

voir qu'il se iniilli|)lie pary"'(X) pour chaque unité d'augmentation

de A". Dès lors, l'idenlificalion de ces deux coefficients exige que l'on

pose

Jy
= A[/'(X)]\

en n'oubliant pas que k a, dans la question, une valeur bien déter-

minée. On en déduit

(I.) j = AY[/'(X)J^ + r(X).

11. Pour déterminer la fonction inconnue^, effectuons sur cette

dernière formule des différentialions successives, en mettant en évi-

dence les deux dérivées de Y d'ordre le plus élevé

A..^ = r/'(X)r S-f-AT/'(X)]-/''(X)Y^...,

î ëÊ = U'i^ïï'-'
~ + [(/^- - ') + ^j [y '(x)r-v"(x) S + • •

•

.

x^.l = [/'(^r^S+i(^---)+(^^^--')[/w--y''(x);f +•••.

T = [/'(^)r' Y'" + [3A- (. + 2)] r/(X)]^-/"(X)Y"+...,

et généralement

+ \ik - [1 + 9. +...+ (/_ ,)]j [y'(x)'^"-'-7"(X) Y"-') +...

^ [/'(X)]^-^Y(') + [/A - ^i^J [/'(X)J-^-/"(K) Y;^-" -f- . . .

.

On a donc en pyrticulier, pour / = /.,

A ' 2 /'(X)"^""
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Oril faut que cette expression soit identique à (lo). Le terme en Y<*-*)

en doit donc disparaître de lui-même, ce qui exige que l'on pose

f{X)=-- MX -t- P.

Les relations (ix) et (12) deviennent, d'après cela,

(i3) .r = MX + P,

(14) j = AM*YH-r(x;,

et il ne reste qu'à déterminer F(X).

12. Considérons, à cet effet, dans y''\ le terme indépendant de Y.

Pour l'obtenir dans cette dernière formule (i4)» il faut différentier

k fois par rapport à X, ce qui se fera en différentiant autant de fois le

premier membre relativement à j: et le multipliant chaque fois par M,
(Ir

qui représente -^ ('S). Il vient ainsi

D'ailleurs cette partie doit être constante et égale à B (10). Il s'ensuit

donc
F*)(X) = IM*B,

et, en intégrant /i fois,

F(X) = —X^ X* + '?;,_, X'-' -i- m,_.X'-- -h ... -^ ni,X -h m„.
' 1 a . j . . . /

Mais, comme B est arbitraire, nous pouvons plus simplement remplacer

le premier coefficient par m, et en reportant cette valeur dans celle (i4)

de 7-, écrire ainsi cette dernière

(i5) j- = «Y + /»o + '"|X -i- /HoX- -t- ..+ w^_,X*-'

+

'«aX*.

13. Les formules (i 3) et (i5) représentent la forme nécessaire de

la solution. Il est bien vrai que nous sommes encore loin d'avoir

épuisé l'identification, mais nous pouvons, dès à présent, constater
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que les conditions exprimées sont suffisantes en mémo temps que

nécessaires.

On a en effet (i3)

-/••

el, par suite, en différentiant A" fois |)ar rapport à X (i5),

expression qui rentre effectivement dans le type voulu (ro).

De là ce lliéorème :

Pour établir une relationfixe entre l'ancienne et la noui'elle dérivée

d'ordre k, il faut et il snjfit que l'ancienne variable indépendante soit

fonction linéaire de la nouvelle, et que l'ancienne variable-Jonction

soit la somme d'une fonction linéaire de la nouvelle et d'un polynôme

de degré kformé avec la nouvelle variable indépendante.

La relation fixe est alors nécessairement linéaire entre les deux dé-

rivées d'ordre k. En outre, elle entraîne, comme conséquence, que

les dérivées d'ordre supérieur resteront proportionnelles et que les

coefficients de proportionnalité formeront une progression géomé-

trique.

I/équation (i6) donne en effet, en la différentiant y fois par rap-

port à X,

14. Proposons-nous, comme application, de déterminer la trans-

formation par suite de laquelle la développée d'ordre A- d'une courbe

quelconque, el celle de sa transformée, auront des courbures égales en

deux points corespondants, quels qu'ils soient.

Il suffira pour cela, en recourant aux variables d'Euler, de poser

« = Mii ^- P,

s = iM''S -H /;/„ -\- m, il h- m^LÏ- -i- . . . -f- m//,_,'0''^ '

;
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on en déduit en effet

c'est-à-dire l'égalité des rayons de courbure des k"'"'^^ développées.

Si, par exemple, on réduit en particulier cette transformation à la

forme plus simple

co = mn, s = M*S,

et qu'on l'applique à la cycloïde

X = rtsin w,

on obtient l'épicycloide

(17) S = j^,sinMO,

dont les sommets et les rebroussements se correspondent avec ceux de

la cycloïde proposée. Celle-ci, qui est identique à toutes ses déve-

loppées, et l'épicycloide fournie par la k'""^ développée de sa trans-

formée (17), auront la même courbure dans tous les points dont la

correspondance est marquée par la relation

ùj = Mfi.
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Sur la recherche des points d'une courbe algébrique plane, (pti

satisfont à une condition exprimée par une équation dijjc-

rentielle algébrique , et sur les questions analogues dans

l'espace;

Par m. HALPHE\.

1. Dans un grand nombre de questions géométriques, s'offrent des

cas particuliers du problème suivant :

Etudier, sur une couihe algébrique plane, les points qui satisjont ci

une condition exprimée par une équation différentielle algébrique

donnée.

Il est immédiatement visib'e que ces points sont les intersections

de la courbe considérée S == o avec une autre courbe algébrique

$ = o. L'équation de cette dernière s'obtient, en effet, en substi-

tnant, dans l'équation différentielle, aux dérivées, leurs expressions

déduites de l'équation S = o. La formation de l'équation = o, si

simple en théorie, présente, dans la plupart des applications, une

complication très-grande. Si elle est nécessaire pour une étude appro-

fondie, elle peut, du moins, être évitée pour certains cas de la question

générale. C'est ce que je me propose de montrer ici pour les deux pro-

blèmes suivants :

1 " Trouver le degré de la courbe A^
;

2" l'rouver le nombre des points, en tenant compte des singularités

de la courbe S.

La solution de ces deux problèmes fera l'objet du § L Le § II sera

Journ. de Jlath. (3^ série), tome II. — AocT 1876. ^J
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consacré à des applications. Dans le § III, j'étendrai la solution du

premier problème à l'espace. On verra, clans ce paragraphe, le pro-

blème résolu immédiatement et, pour ainsi dire, à vue dans un cas

particulièrement intéressant, celui où l'équation différentielle ou aux

dérivées partielles envisagée jouit de la propriété de rester inaltérée

par toute transformation homographique. L'étude directe de telles

équations, considérées en elles-mêmes, offre un sujet de recherches

dont quelques points sont abordés dans le présent Mémoire. On

rencontrera notamment, au § II, les deux propositions suivantes :

A rexception de l'équation -j^ — o, il 7i'existe aucune équation dif-

Jérentielle algébrique du second ordre qui reste inaltérée par toute

transformation liomographique. •

Il n'existe aucune équation différentielle algébrique du troisième

ordre qui reste inaltérée par toute transjormation homographique.

§ I

2. Si, de l'équation S[x,j') = o,oii lire les expressions des dérivées

successives âej- par rapport à jc, on démontre aisément que chacune

d'elles a pour numérateur une fonction entière des dérivées partielles

de S, et pour dénominateur une puissance de r-- Pour la dérivée

d'ordre n, l'exposant de cette puissance est (2» — i); c'est ce qu'on

peut exprimer en disant que :

Les variables x, j étant liées par l'équation S(x,j) = o, la quan~

tité { ^ j -7-;; est égale à unefonction entière des dérivées partielles

de S.

Soit J ix,j, —,'•-, '-^\ -— o une équation différentielle, entière

par rapport à tous les arguments de^! J'y considère x et y comme du

degré zéro, ^ comme du premier degré,..., -^ comme du degré

(27J — 1). Soit, à ce point de vue, k le degré de/. D'après le lemme,
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pour les valeurs de x et j qui satisfont à S(x, j) = o, la quaii-

y] f est égale à une fonction entière des dérivées partielles

de S.

Pour éviter toute confusion, j'indique par le symbole des con-

gruences les égalités qui ont lieu ainsi en vertu de S = o. D'après cette

convention, je puis dire que :

Théorème I. — Si S(,r, 7) est un poljnôme entier, il existe des

exposants k et des fonctions entières '!f[x,j) qui vérifient la

relation

(') (.ç)/(-•r.|.•••.S)-«-/^

y étant unefonction entière.

Nous sommes en possession d'un procédé pour calculer une valeur

de k', mais il nous faut obtenir une règle pour calculer sa valeur

minima.

5. Par S(j:,j), il faut actuellement entendre un polynôme entier,

de forme générale dans son degré, et à coefficients indéterminés. Cela

étant, soil 03 un point satisfaisant à S = o, — = o. Si la courbe à = o
' oy '

passe en w, on a identiquement

(2) ^(x,;;: = LS+p|,

L et F étant des polynômes entiers en x et j. Car, en vertu de l'in-

détermination des coefficients du polynôme S, si la courbe <} passe

en oj, elle passe aussi eu tous les points analogues, la résultante en x

des équations S = o, — = o étant irréductible. Et, en outre, tous ces

points étant des points simples d'intersection des courbes repré-

sentées par ces équations, l'équation (2) a lieu. D'après la convention

ci-dessus, elle peut s'écrire

à{x,f,^V-^^-

33.
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Il peut arriver que la courbe P = o passe encore en y. On répé-

tera le même raisonnement, et l'on parviendra à une relation telle

que

où 7 est un polynôme entier en jc et^', tel que la courbe 5 = o ne

passe pas en m. Alors la relation (i) devient

(3) (g)"/(-.^-. £'••' ë)-'(-.r)-

Ainsi, des que la courbe ({; passe en un point tel que u, c'est-à-dire

en un point où la tangente de S est parallèle à l'axe des^', l'fxpo-

sant k peut être abaissé, et cela de telle sorte que la courbe 0, qui

remplace ^, ne passe pas en w. L'exposant A" ne peut être abaissé

davantage. Soit pris, en effet, sur S, un point infiniment voisin de «,

et dont X, y soient les coordonnées. Le polynôme Q a une limite

finie, et, par suite, aussi le premier membre de '3\ Mais — est infi-

niment petit. Donc le produit du premier membre de (3) par une

puissance néga'ive de — est infini. Donc ce produit ne peut être égal

à la valeur acquise au point o> par un polynôme entier. Donc :

Théorème II. — La valeur mininia de l'exposant k (mentionné

au théorème 1) est celle qui fait acquérir au premier membre de la

relation (i) une valeurfinie pour les points où la tangente de la courbe

S =^ o est parallèle à l'axe des y.

4. Je désignerai par la lettre a la valeur minima de k. Le théo-

rème II conduit à un procédé simple pour calculer a. Soient |, r, les

coordonnées de w. Aux environs de u, le binôme [y — r,) est déve-

loppable en série suivant les puissances entières et positives de
j.

ix — Iv*, de la manière suivante :

(4) ^=-'3H-A(j:-^)i'-<- A'(x-S)-4- .v'(.r-? ^^-....
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On aura, pour la dérivée, le développement

dy I , , 1- - —
-p = - A ( j: — £ 1 2 -+-...

.

ax 1 ^ ' '

Ainsi, [x — ^) étant supposé infiniment petit du premier ordre,

-- est d'ordre Mais ^—|- a une limite finie, différente de zéro.
ax 2 OJ dx

Donc — est infiniment petit d'ordre -• Donc ( ^ J

est infiniment petit

d'ordre -• Soit maintenant a l'ordre de la partie principale de

j- l dy <l"y\
1 1 • ^ . , , . . ,

/ ( r, j", -7- 1 • • ) -p; 1 ) quand on y substitue a j* et a ses dérivées le
dx dx"

développement (4) et ses dérivées. 11 en résulte, pour «, la valeur

a = — iG.

On doit, bien entendu, pour être d'accord avec l'hypothèse faite

sur S, supposer que, clans (4), S, vj, A, A', A",... sont des indétermi-

nées. Cela étant, on verra aisément qu'il en résulte pour a une valeur

négative, et dont le double est un entier. On trouvera donc, pour «, un

entier positif, comme cela doit être.

5. Le nombre a, ainsi calculé, vérifie la relation

(5) (fr/(-.j,s.-.ë)-^(-,^).

où Q est un polynôme entier. Si la courbe (; = o passe en un point

de S à l'infini, on voit, en raisonnant comme au n° 5, que est de la

forme <I> 4- LS, L et $ étant des polynômes entiers, et la courbe $ = o,

de degré moindre que 0^ n'ayant plus aucun point commun avec S à

l'infini. Par suite, au lieu de (5), on peut écrire

(«) (:l)v-

Il est manifeste que tous les points d'intersection des courbes S

et <I> satisfont, sur S, à la condition exprimée par l'équalion différen-

tielle y^=o, et réciproquement. Par suite, toute courbe plane algé-

brique qui passe en tous les points de S satisfaisant à cette condition
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a une équation de la forme LS + P$ = o, L et P étant des poly-

nômes entiers. Par suite, si cette courbe est distincte de S et de

degré non supérieur à 0, son équation se réduit à la forme

LS -T- $ = o, où le degré de L est égal à la différence de ceux de $ et

de S. Ou voit donc que le premier des problèmes proposés plus haut

(n° 1) consiste à déterminer le degré île la courbe que nous venons

de trouver par la relation (6).

Pour trouver ce degré, je cherche celui de la résultante en x des

équations $=0, S = o. J'emploie, à cet effet, un procédé d'élimi-

nation bien connu. De S = o, je tire les divers développements de j
suivant les puissances descendantes de x. Soit m le degré de S. J'aurai

m développements procédant suivant les puissances entières de x,

commençant chacun par un terme du premier degré. Soit

(7; j=Bx + C-}-- + --i----

un de ces développements, dont on doit supposer les coefficients in-

déterminés, suivant l'hypothèse faite sur S. Pour obtenir la résul-

tante, il faut substituer à j-, dans $(x, j)^ successivement les m dé-

veloppements analogues, et faire le produit des résultats. Le degré de

la résultante est la somme des degrés de chacune des valeurs de *I>,

c'est-à-dire ici m fois le degré de l'une d'elles.

Ce procédé d'élimination fait disparaître les solutions infinies, s'il y
en a. Mais comme, par hypothèse, il n'en existe pas, le degré de la

résultante est le produit des degrés de S et de <!'. Donc le degré de '!>

est précisément égal au degré de la valeur obtenue pour $ quand on

y substitue à^ le développement (7).

Or, par hypothèse, ce développement est tiré de l'équation

S(a-, j') = o. Donc la valeur (7) de y fait identiquement évanouir S.

Donc, au lieu de substituer cette valeur dans «I', on peut la sidjstituer

dans le premier membre de (6 : le résultat sera le même. Soit donc ,'5

le degré qu'acquiert / par cette substitution; le degré du premier

membre de (6), et par suite le degré de $, est

M = a{m— «) + /3-
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6. Les résultats des n"* i et 5 se résument dans l'énoncé suivant :

Théorème III. — Les points d'une courbe algébrique plane S, de

degré m, qui satisfont à une condition exprimée par une érjuation dif-

férentielle entière f[oc, J'> ^> • • • ' -7^ )
= o, sont les intersections de Sdx dx"

avec une autre courbe algébrique , dont le degré est de la forme
u(m — i) + /3, les coefficients a et p ne dépendant que de l'équation

différentielle. On peut calculer ces coefficients comme il suit :

1° Substituez, dans f, ày un développement suçant les puissances

entières et ascendantes de [x — £)'-, commençant par une constante,

et dans lequel les coefficients et la constante ^ soient indélenninés ; et

ordonnez le résultat de la substitution suivant les mêmes puissances

.

L'exposant de [x — ^)-, dans le premier terme, est égal et de signe

contraire à a.

2° Substituez, dans f -, à y un développement suivant les puissances

entières et descendantes de x, commençant par un terme du premier

degré, et à coefficients indéterminés ; et ordonnez le résultat suivant

les mêmes puissances. L'exposant de j:, dans le premier terme , est

égala [i.

7. On peut donner au théorème III une autre forme, moins com-

mode, il est vrai, pour le calcul des coefficients « et j3, mais utile

cependant dans quelques cas. Cette forme nouvelle se prête d'ailleurs

très-bien à une généralisation, comme on le verra dans la dernière

partie de ce Mémoire.

Je fais une substitution homographique

I ç^.^ ^ ax' -H by' H- c _ a x' -\- b'f -\- c'

^ ' kx' + Bj' -h C -^ kx + Bj' -f- C

Pour abréger l'écriture, je poserai

(9) [Kb-^a)(x'%-f)-~(^c~Cb)%-,--Ca-P.c^^,

(10) A Jc' -f- By ^- C = z.
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On déduit aisément de (8), par les procédés habituels pour le

changement des variables, et en désignant par R' ce que devient R
quand on y accentue les lettres a, b, c.

puis, pour pi 2,

^ ^ r;

Y étant une fonction entière de x' ,
j' et des dérivées de j^', jusqu'à

l'ordre n, par rapport à la nouvelle variable indépendante x' , et

qui n'est divisible ni par z ni par R. Je laisse au lecteur le soin de

démontrer l'équation (12).

Soit maintenant f \^', J^,
y-f--» -t:^) = o une équation difté-
dx dx"

rentielle entière. J'y fais le changement de variables (8). Soit

J'{x\ y\ T'i''""' T^ )
= o sa transformée, également sous forme

entière. D'après les équations (8), (10), (11) et (12), il est manifeste

que, pour former y, il n'y a qu'à substituer, dansy^ les valeurs de

•r, 7,..., fournies par ces équations, et à supprimer un facteur de

la forme sn' « et p étant des entiers dont le premier est positif, et

le second positif ou négatif. Or ces nombres « et (3 sont précisément

les mêmes que précédemment, comme je vais le démontrer : c'est en

cela que consiste la nouvelle forme du théorème 111.

8. En désignant par K une constante, on a, en vertu des équa-

tions (8), ainsi que je viens de l'expliquer, une identité de la

forme

I r> il dy d"y\ K /•, / , , df d"r'\

J'ai considéré précédemment une courbe S. Soit S' sa transformée

par la substitution (8). Sur S', je prends un point u' dans lequel 11 s'éva-

nouisse. En ce point, f et z ont des valeurs finies, différentes de



RECHERCHE DES POINTS d'uNK COURBE ALGÉBRIQUE PLANE, ETC. 2G5

zéro. Pour un point m', |)ris sur S' à flistance infiniment petite

d'ordre s du point w', R est un infiniment petit de ce même ordre.

Donc, en m', la partie principale du second membre de [\?>], et y)ar

suite celle dey, est de l'ordre — as.

Au point (//correspond, sur S, un point w dans lequel la tangente

de S est parallèle à l'axe des j; et, au point m' , un point m, dont la

distance à oj est infiniment petite d'ordre s. Mais, aux environs

de 'jj, la variation de l'ordonnée fies points de S est proportionnelle à

la racine carrée de la variation de leur abscisse. Donc, pour m, la

variation de l'abscisse est d'ordre 2£. Elle sera du premier ordre, si

l'on suppose s = -• Ceci étant supposé, la partie principale de f e.st,

an point m, de l'ordre '• Donc ce nombre « est le même qu'au

théorème 111.

De même, soit il' un point de .8', dans lequel z s'évanouisse; et soit ]\!'

un point, pris sur S' à distance infiniment petite du premier orJre

de V.' . En M', le second membre de (i3), et par suite^, est infiniment

grand d'ordre j3. M^is à il' correspond, sur S, un point à l'infini.

Donc, aux environs d'un point à l'infini de S, y est du degré fit. Donc
ce nombre p est le même qu'au théorème 111. J'ai donc cette pro-

position :

Théorème IV. — Si Von ejjectue, sur léguntion dijférentielle en-

tière J ^= o, la substitution homographique (8), et que j' ^^ o soit la

transformée sous forme entière , on a identiquement , en désignant

par K une constante, et par R et par z les expressions (g) et (lo).

Les exposants ce et ^ sont des entiers dont le premier est posiiij , le

second positifou négatif.

Les points d'une courbe algébrique plane S, de degré m, qui satis-

font à la condition exprimée par l'équation f= o, sont les inter-

sections de S et d'une autre courbe algébrique, dont le degré est

a(m — i) -f- jS.

9. Le premier des deux problèmes posés plus liant (n° 1) est résolu

Journ. de Maih. CJ" série), tome II. — Aon 1876. J^
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par le théorème III ou par le théorème IV. Avant de passer au second

problème, je veux déduire de l'analyse précédente une conséquence

qui sera bientôt utile.

On vient de voir (n" 8) que, si w est un point de S, dans lequel la

tangente soit parallèle à l'axe desj-, et m un point de S dont la dis-

tance à co soit infminient petite du premier ordre (je fais ici £ = i),

la partie principale de J est, au point m, de l'ordre — a. Si, au lieu

de supposer, comme jusqu'à présent, que S soit un polynôme de

forme générale dans son degré, et à coelficienis indéterminés, nous

le supposons maintenant particularisé, cette assertion peut devenir

inexacte. On le voit sur la relation (i3); car si, au point u' qui, sur

S', correspond au,y s'évanouit, l'ordre de^, au point /h, surpasse

— a. S il en est ainsi, la courbe $ passe en u. Je vais montrer que

celle circonstance particulière peut être écartée au moyen d'une

transformation homographique.

Soient, en effet, o/, un point de S' dans lequel la tangente de S' soit

parallèle à l'axe des j', et u, le point correspondant sur S. On peut

manifestement choisir les constantes de la substitution de telle sorte

que tous les points tels que w, soient des points dans lesquels^ ait des

valeurs finies, différentes de zéro, sauf le cas, que j'écarte naturelle-

ment, où l'équation S := o serait une intégrale dey= o. Les con-

stantes étant ainsi choisies, l'ordre de J\ aux environs de u\, est

égal à — a. Ainsi la circonstance particulière dont il vient d'être

question est écartée, si, au lieu de la courbe S et de l'équaliony =: o,

j'envisage la courbe S' et l'équaliony = o.

On verra de même que, par cette transformatioiî, on peut aussi

faire en sorte que, pour tous les points à l'infini de la combe S', le

degré de/' soit toujours j3, exactement comme dans le cas où S est

un polynôme indéterminé. Donc, en résumé, on peut, sans restreindre

la généralité, supposer toujours que la courbe <]& ne passe en aucun

dfs points de S à l'infini, ni en aucun de ceux où la tangente de S est

parallèle à l'axe des/, sous la condition d'entendre, par la courbe S

et par l'équationy"^ o, des transformées delà courbe et de l'équation

proposée au moyen d'une substitution homographique.

10 Les points d'une courbe S qui satisfont à une condition ex-
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primée par une équation différentielley= o sont, d'après les théo-

rèmes III et IV, les intersections de S et d'une autre courbe algé-

brique $, dont ces propositions nous enseignent à calculer le degré.

Le nonribre de ces points est donc, en général, égal au produit des

degrés des deux courbes. Mais, dans des cas particuliers, quelques-

unes des intersections de S et de <I> peuvent se réunir, notamment aux

points singuliers de S. C'est dans l'étude de ces circonstances que

consiste le second de nos problèmes. La question à résoudre est donc

celle-ci : Trouver le nombre des intersections des courbes S et <1>, qui

sont confondues en un point donné de S.

Je rappelle d'abord comment ce nombre peut être déterminé pour

deux courbes quelconques. Soit O un point (singulier ou non) d'une

courbe plane algébrique S. Les branches de la courbe S se répartis-

sent, au point O, en différents systèmes circulaires (S), (S'), (S"), Je

considère l'un d'eux (S). En désignant par ^, vj les coordonnées de O,

je puis représenter (S) par deux équations telles que

('4) 37-? = /,'-, j-r,=^f[t).

Dans ces équations, r est un entier positif, et (f[t) une fonction

synectique pour les petites valeurs de t, s'évanouissant avec cette va-

riable, et qui, en outre, acquiert r valeurs distinctes quand on donne

à ^successivement les /-valeurs qui répondent à une valeur donnée

de {ce — ^).

Soit maintenant 0(jr, )')= o l'équation entière d'une courbe algé-

brique passant en O. Dans le polynôme entier $, je substitue à J? et à

y les valeurs tirées de (i4), et j'ordonne le résultat suivant les puis-

sances ascendantes de t. Soit n le degré de t au premier terme.

Je considère de même les autres systèmes circulaires (S'), (S"j....,

et soient «', «",— les nombres analogues à n, et qui leur sont

relatifs.

Le nombre des intersections de S et de <!>, confondues en O, est

Four appliquer ce procédé de calcul an cas actuel, j'observe cjne,

par hypothèse, les valeurs de jr et dej', déduites de (i4)f f'^"t éva-

34..
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nouir S. Or on a (ii° 5)

(5) {2)y^n^,j).

Donc, pour calculer les nombres n, /i',n",..., ou peut opérer sur

le premier membre de (i5), au lieu d'opérer sur $. Soit ?<, le nombre

analogue a n, obtenu en opérant sur -y- comme je viens de 1 niciiquer

surO; soit v le nombre obtenu en opérant sur y! En opérant sur le

|)remier nombre de (i5), on obtiendrait le nombre (a«, -t- y). Soient

de même 7i\, «",...; v', v",... les nombres analogues obtenus en opé-

rant avec les systèmes circulaires (S'), (S"),.... On aura

n -+- n' -h n" -h ... = a («, + n\ -I- //", + ...) -^ -j -^ / -h '/' -h ....

Je poserai

n, -+- n\ -+- 7z", + ...=: G, V 4- v' -+- v" -H- . . = L.

Le nombre des points de S, satisfaisant à la condition y = o, et

qui se réunissent en O, est (aG + Ii). Le nombre G se calcule,

comme on le voit, indépendamment de l'équation différentielle, et le

nombre L sur cette équation même. On peut donc considérer par là

notre problème comme résolu. Tout ce qui va suivre constitue la dis-

cussion de notre soluiion. On pourrait toutefois compléter cette solu-

tion eu examinant le cas où le point considéré est à l'infini. Il n'y a

pas là de diriicullé nouvelle, et la méthode précédente s'ap[)lique,

avec une faible modification, à ce cas. Je n'en ferai pas le développe-

ment, puisqu'il a été prouvé précédennnent (n° 9) que, sans nuire à

la généralité, ce cas peut toujours èlre écarté.

11. Comme le nombre G ne dépend que de la courbe S, on est

naturellement conduit à considérer successivement tous les poitils de

S, dans lesquels (i n'est pas nul. On doit penser que, dans le nombre

total 2(aG -t- L), la somme des nombres G sera remplacée par un

élément simple de la courbe.

Pour donner au résultat sa forme la plus simple, je suppose qu'au-
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cune asymptote, ni aucune tangente singulière de S ne soit parallèle à

l'axe des 7', et qu'en outre S n'ait aucune branche tangente à la droite

de l'infini. Ces hypothèses ne diminuent pas la généralité, puisque,

comme il a déjà été dit, nous entendons par S une transformée homo-

grapliique quelconque de la courbe proposée. De ces suppositions il

résulte que le nombre des tangentes de S, parallèles à l'axe des j, est

égal à la classe de cette courbe.

Nous considérons tous les points de S dans lesquels G n'est pas nul.

c'est-à-dire seulement ceux dans lesquels -y s'évanouit; car ceux dans

lesquels -y est infini sont les points à l'infini de S, et ces points ne

sont pas à considérer.

Or y- s'évanouit d'abord en tons les points singuliers de S. La

somme 51^» pour ces divers points, est égale (n° 10) au nombre total

des intersections des courbes S ^ o, -j- = o, qui sont confondues

en ces divers points.

Les autres points où -r- s'évanouit sont ceux où la tangente de S

est parallèle à l'axe des y. Leur nombre est la classe c de la courbe

S. Soit m le degré de S; celui de -y- est (;n — i). Ou a donc

c -h ^G = m[m — i).

Or, pour chacun des derniers jioints, nous savons (n° 9) que

(aG -+- L) est nul, puisque la courbe '!> n'y passe pas. Donc nous pou-

vons nous borner à considérer les points singuliers de S. Soit donc i^

la somme des nombres L pour tous les points singuliers de S. Le

nombre total des solutions réunies en ces points est :

a^G + 4^= y. [m[m — i) — c] -f- .Ç_.

Mais le nombre total des solutions, c'est-à-dire des inlersections de

S et $, est am[m — i)-+- |3/«; donc le nombre N des solutions qui

subsistent, après suppression de celles qui sont réunies aux points
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singuliers de S, est

(16) N = «c + ,S77z — j;;.

Ainsi le calcul se réduit à celui du nombre ^, que l'on trouvera en

opérant sur l'équation différentielle elle-même exactement comme on

ferait sur l'équation d'une courbe, pour trouver le nombre de ses in-

tersections avec S, confondues aux divers points singuliers de S.

12. Le nombre ^^dépend à la fois de la courbe et de l'équation;

on peut se demander suivant quelle loi. Il est manifeste qu'on ne

saurait répondre à cette q;iestion sans supposer, entre la courbe et

l'équation, une certaine indépendance. Cette réserve est analogue à

celles que l'on est conduit à faire dans la théorie des caractéristiques

des systèmes de coniques. Ce n'est pas sans dessein que je cite ici la

théorie des caractéristiques ; on va voir que les recherches actuelles

ont avec celte théorie plus d'un rapport. En ce qui touche l'indépen-

dance que je supposerai entre la courbe et l'équation différentielle, je

la préciserai entièrement comme je vais l'expliquer.

Soit, comme au n" ÎO, un svstèine circid.iiie

(17) x-l^t\ j--n = 'f[t).

Je suppose d'abord que l'entier positif r et les exposants successifs

de t^ dans le développement de o[l) suivant les puissances entières et

positives de <, soient des nombres donnés; mais que |, r, et les coeffi-

cients du développement soient indéterminés. En opérant sury"comme
il a été expliqué au n" 10, on trouve un nombre v, qui est un élément

du nombre s^.

Soit maintenant donnée une courbe S, qui compreinie un système

circulaire de branches représenté par les équations (17), dans les-

quelles alors les constantes ne sont plus indéterminées, mais ont, an

contraire, des valeurs données. En opérant de même sur /, on
pourra trouver soit le nombre v, soit un nombre supérieur. Si ef-

fectivement on trouve V , et que la même chose ait lieu pour tons les

systèmes circulaires de la cotnbe S en ses points singuliers, je dirai

que la courbe S et l'équation dilférenlielle sont indépendantes^ ou
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que la condition exprimée par l'équation différentielle est indépen-

dante de la courbe :

D'après celte définition même, et comme cas parliciilier, l'eléinenl

du nombre j^, relatif à un système circulaire de branches d'une courbe,

et pour une condition indépendante de cette courbe, ne dépend pas

de l'origine de ce système circulaire. [L'origine du système circulaire

(17) est le point ^, •/:.]

Par exemple, il est manifeste que l'élément v du nombre 4^, relatif

à une branche ordinaire

ce — z = t, ) — Ti
— At-hBt'-+ Ct' -h...,

est nul. Donc :

Théorème V. — Sur une courbe qui ne possède que des branches

simples (ou, suivant M. Cayley, branches linéaires), le nombre des

points qui satisfont à une condition exprimée par une équation diffé-

rentielle algébrique, et indépendante de la courbe, est y.c + pm. Les

nombres c et m sont ta classe at le degré de la courbe, les nombres y. et

[i ne dépendent que de l'équation différentielle. (Ce sont les mêmes

qu'aux théorèmes ITI et IV.)

13. Considérons maintenant une courbe S qui comprenne des

systèmes circulaires d'une famille déierminée, et qui, en dehors de

ces systèmes circulaires, ne comprenne que des branches simples.

J'entends par famille l'ensemble des systèmes circulaires (17) dans

lequel les exposants sont donnés et les coefficients indélerminés. Soit

V l'élément du nombre 4^, relatif à .un système circulaire de cette fa-

mille. Si l'on suppose l'indépendance entre la courbe et l'équation dif-

férentielle, le nombre ^ sera le produit de v par le nombre des svs-

lémes circulaires de la famdie considérée, qui se trouvent dans S. Soit

iî:ce nombre; on a donc, pour le nombre des points de S qui satisfoiii

à la condition considérée,

N = ac + i^w — vA.

Si, de même, je considère une courbe S comprenant deux familles
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déterminées de systèmes circulaires, on aura

N = c<c H- ^in — 'jk — v'A'.

Et enfin, si l'on considère une courbe comprenant ry familles déti r-

minées de systèmes circulaires, on aura

(,8) N = «c + |3/H - vA' - v'A' - v"A". . .
- «/'-"'A-?-').

Tous les termes de cette formule sont, comme les deux premiers,

le produit d'un nombre dépendant de la condition par un nombre

dépendant de la courbe. Ainsi :

Théorème VI. — Le nombre des points d'une courbe algébrique

plane qui satisfont à une conditioti exprimée par une équation dijfé-

rentielle algébrique et indépendante de la courbe s exprime par une

somme de termes dont chacun est le produit d'un nombre ne dépen-

dant que de la condition par un nombre ne dépendant que de la courbe.

Le nombre de ces termes est au plus égal (on verra qu'il peut être

moindre) à celui des familles de systèmes circulaires que comprend la

courbe (en comptant les branches simples ordinaires pour une famille,

et les branches simples à inflexion pour une seconde famille).

Si la courbe n'est en aucune façon précisée, le nombre des termes

est-il effectivement illimité, comme semble l'indicpier ce dernier théo-

rème? Ou plutôt dans quelle mesure faut-il préciser l'équation diffé-

rentielle pour que, de ce fait, le nombre des termes se trouve limilé?

Telle est la question dont je vais actuellement m'occuper.

14. Je considère, en premier lieu, une équation différentielle du

premier ordre J {x,y,—\-=^ o. Pour un système circulaire quel-

conque, à coefficients indéterminés, a, j', y- ont, à l'origine de ce sys-

tème circulaire, des valeurs finies et indéterminées. Il en est de même
Ag f . Donc, quel que soit le système circulaire, le nombre v est mil;

donc j^l'est aussi. Ainsi :

TnÉOBÈMEVII. — Le nombre des points d'une courbe algébrique
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plane quelconque , de classe c et de degré m, qui satisfont à une condi-

tion exprimée par une équation différentielle du jjieinier ordre algé-

briqut', et indépendante de la courbe, est {v.c -i- fjin), les nombres u

et ,î ne dépendant que de l'équation différentielle

.

Si l'on appliqi-ie à la fois à la courbe et à l'équation une transfor-

mation corrélative, le nombre («c-f-,Sm) ne change pas, tandis

que les nombres c et m se permutent entre eux. Donc les nombres

a et [-j se permutent aussi entre eux. Par suite, la signification géo-

métrique de a se trouvera en transformant celle de [j, laquelle Cbt

évidente.

Je suppose que l'intégrale générale de l'équation proposée se repré-

sente par un système de courbes |)lanes (généralement transcendantes),

que, pour abréger, je désigne par courbes intégrales. En supposant

»z = I , c = o, je vois que ^ est le nombre de courbes intégrales qui

touchent une droite. Par suite, « est le nombre de courbes intégrales

qui passent par un point. Suivant les conventions usitées pour les sys-

tèmes de courbes algébriques, et étendues par M. Fouret aux systèmes

de courbes transcendantes ['J, les nombres c/. et p sont les caractéris-

tiques du système formé par les courbes intégrales. Le théorème \\\

peut alors être énoncé comme il suit :

Dans un système dont les caractéristiques sont a et [i,, le nombre

des courbes qui touchent une courbe de classe c et de degré ni est

(ac-^(3m)["].

Il faut avoir soin d'ajouter, comme au théorème Y II, que la courbe

doit être indépendante du système.

ïo. Je considère, en second lieu, les équations différentielles du

second ordre; mais je m'occupe d'abord de la plus simple, -^ = o,

qui est celle des lignes droites, et qui, sur une courbe, en caractérise

les points d'inflexion.

[*] Bulletin de la Société matJiématique, t. II, p. 72.

[**] Celte proposition, connue depuis longtemps pour les systèmes de courbes algé-

briques, a été étendue par RI. Fcuret au cas actuel.

Journ. de Math, (3« série), tome II, — Aoit 1S7G. •J^
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J'applique d'abord à celte équation le théorème III. En supposant

je trouve

Ç^ = -7A(x-?n4-...;

donc (théorème lll) a = 3. Je suppose ensuite

d'où

) = Vix -f- L H 1-...,

,!-y __ D

donc j'i = — 3. La courbe $, qui coupe la courbe S de degré m en ses

points d'inflexion, est donc de degré 3(»;— i) — 3 = 3 m — 2), ce

qui est bien connu. J'arrive maintenant à l'étude du nond)re 4^. Soit

n\\ système circulaire

(19) oc-'^^l'\ )•-•/; = 9(0 =Ar-t- Br-*-? -4-....

Dans le développement de (35 [t], j'ai supposé le premier terme du de-

gré r. C'est en effet la condition pour que la tangente ne soit parallèU^

à aucun des axes des coordonnées. Pour calculer le nombre v, élément

de .r^, lelalif au système circulaire (19), exprimons -~^ en fonction de/,

développons suivant les puissances ascendantes de t, et prenons le

premier terme. Ce premier terme est

, (f Y f
120 -^ = '-

I

^ ' ilx' r \

n/f-'-.

donc V = p — /'. Donc le nombre des points d'inflexion d'une combe

de degré m et de classe c est Z[c — m) — l{p — r), la sommation

s'appliquant à tous les systèmes circulaires formés par les branches de

la courbe en ses points singuliers.

Je donne habituellement à ce réstdtat une autre forme, l'oiu" une

branche simple (r= 1) et ordinaire [(j = i), le nombre (p — r) est
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nul. Pour une branche simple et à inflexion (p = 2), le nombre {p
— 1

j

est égal à l'unité. Enfin, pour une brandie simple où p est supérieur

à a, on voit que l'origine de cette branche compte pour {p — i) ou

'p — /) inflexions. Par analogie, pour un système circulaire quel-

conque où le nombre est supérieiu' à r, j'ai donné aii nombre {p — r)

le nom de nombre des injleximis effectives contenues dans les brandies

de ce svslème circulaire. Cette dénomination se justifie par diverses

considérations qui ne sauraient trouver place ici. Au contraire, quand

le nombre p est égal ou inférieur à r, je conviens de dire que le sys-

tème circulaire ne contient pas d'inflexion effective. Pour donner à

la formule du nondjre des points d'inflexion la forme que j'ai en vue,

je conserve les lettres r et p seulement pour les systèmes circulaires où

l'on a p > /•. En outre, dans la sommation 2 (p — r), je fais entrer les

branches simples à inflexion. Je désigne cette somme par la lettre /.

Le nombre i i-st celui des inflexions effectives de la courbe. En second

lieu, j'emploie les lettres / et p' pour les systèmes circulaires où l'on a

p' <l /', et je désigne par i' la somme 1 [r' — p'). Les systèmes circu-

laires, où Ion a p = r, disparaissent d'eux-mêmes, et la formule des

points d'inflexion devient

(21) / — /' ^ 3 (6- — lllj.

jMais, par une transformation corrélative, un système circulaire tel

que 19) se change en un autre où bs deux nombres /' et p sont per-

mutés entre eux. Donc le nombre i' a, pour une courbe corrélative de

la proposée, le même sens que le nombre / pour la courbe proposée

elle-même. La formule (20) peut donc être ainsi énoncée :

La différence des nombres des inflexions effectives de deux courbes

corrélatives est égale au triple de la différence de leurs degrés pris en

ordre inverse.

Il était nécessaire de rappeler ici la fornude (20), afin de pouvoir

interpréter le résultat que je vais mauilenant obtenir pour les équa-

tions quelconques du second ordre.

16. I! s'agit d étudier la composition du nombre 4^ pour une équa-

35..
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tion du second ordre

(22) o^f[x.,r/-^_, —.\^^,lijc;j,^^

L'équalio!! proposée étant mise sons forme entière, ^ est un polynôme

entier el s un entier positif. De plus, parmi les diverses valeurs de l'en-

tier.";, correspondant aux divers termes de l'équation, il s'en trouve

, 1 • • • 1 • • • 1 I
//y

une qui est zéro, sans quoi I équation serait divisible par -—•

Je considère encore le système circulaire (19). Les parties princi-

cipaies de x, y, -j- sont 2, v;, A, qui sont des indéterminées. Donc,

après subslilulion des valeurs qui répondent au système circulaire (19),

le polynôme '^ a pour partie principale une constante qui n'est pas

nulle. En second lieu, la partie principale de—-^ est, comme on l'a

vu (20), de l'ordre [p — /). J'ai ici à distinguer trois cas, suivant le

signe de (p — r).

1" p'^ r. Tous les termes dans lesquels s n'est pas nul ont des

parties principales de degrés positifs. Seul, le terme où s est nul a

l)our partie principale une constante. Donc la partie principale dey
est une constante. Donc le nombre y est nul. Donc les systèmes cir-

culaires où l'on a jî > / n'interviennent pas dans la composition du

nombre ji\

2" p = r. Tous les termes de (22) ont pour pariies principales des

constantes. Il faut se demander si, entre ces divers termes, peut exis-

ter une réduction qui fasse disparaître la somme de leurs parties prin-

cipales. Or, d'après l'équation (20), la partie principale du terme

oy('

lîlie ne peut se réduire avec la partie principale d'un autre terme :

ces deux expressions contiennent, en effet, l'indéterminée B avec des

exposants différents. Donc la partie principale dey est encore une con-
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staiite. Donc les systèmes circulaires où l'on a p = r n'interviennent

pas non pins dans la composition du nombre .(\

3° p <; /. La partie principale de cliaqiie terme est d'ordre négatif

— s [r — p). Soit Y la plus grande valeur de s, c'est-à-dire le degré de

l'équation par rapport à -— • La partie princij)ale de^^est de l'ordre

— ';(/— p)- Tel est donc l'élément du nombre j^ pour un système

circulaire où l'on a p <:^ r. Le nombre 4^ est donc égal à — y/', le

nombre /' étant, comme précédemment, la somme des nombres posi-

tifs (/• — p). Donc :

Théorème VIIL — Le nombre des points d'une courbe al^ébilqne

plane, qui salisjont à une condition exprimée par une érjuation dij-

férenticlle du second ordie, et indépendante de la courbe, est

ac + ^jin + y/'; les nombres c, m, i' dépendent de la courbe seule,

et les nombres a, /3, y de Véquation dijjérentielle seule.

Les nombres c et m sont la classe et le degré de la courbe. Le

nombre i' est celui des injlexions effectives des courbes corrélatives de

la proposée.

Il est manifeste qu'on peut, en appliquant à la courbe et à l'équa-

tion une transformation corrélative, exprimer le même nombre par

la formule a' m -f- /5'c" + y'/, où a', p', y' sont les nombres analo-

gues à a, ['i, y pour l'équation différentielle transformée, et où le

nombre i est, comme ci-dessus, le nombre des inflexions effectives de

la courbe elle-même. Riais on peut obtenir immédiatement la nouvelle

formule en partant de la précédente et en faisant usage de la for-

mule (21). Je tire de cette dernière l'expression de T, et je concbis :

N = KC + {im + y/' = (/3 + 3y)7?i + (« — 3y c 4- y/.

Ainsi les coefficients a', p', y' sont exprimés par a, /5, y comme il

suit :

(23) y' = y, a' =
r^
+ 3y, /S'=«-3y.

La troisième équation se déduit de la seconde en permutant l'ac-

cent, eu sorte que ces relations sont bien, comme cela doit être, symé-

triques par rapport aux deux systèmes de nombres.
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Quelles sont, maintenant, les significations géométriques des nom-

bres K, /3, 7, en supposant, comme au n° 11, que l'intégrale générale

de l'équation différentielle se puisse représenter par une série, ici

doublement infinie, de courbes que j'appelle, pour abréger, courbes

intégrales? En premier lieu, -y est, comme on l'a vu, le degréde l'équa-

tion par rapport à '^4- Donc c'est le nombre des valeurs de cette dé-

I • 1 1 1 '
'''

riveequi repoiideni a un système de valeurs données pour .r, j% -f--

Donc y est le nombre des courbes intégrales c/ui passent par un point

donné et }' louclient une droite donnée. Sous cette forme, il est évident

que le nombre '/ se conserve dans les transformations corrélatives, ainsi

que le montre aussi la première des équations 23).

Eu second lieu, si je fais 111 = 1, 6=0, T^o, N se réduit à /;.

Donc /5 est le nombre des points d'une droite qui satisjont à la con-

dition exprimée par l'équation différentielle, ou le nombre des courbes

intégrales qui ont une droite donnée pour tangente d'iujlexion.

Ee nombre jS' a la signilkation corrélative de celle de |5. Donc,

d'après (aS), le nombre (a — 3y) est lenonibre des courbes intégrales

qui ont, pour point de rebroussement, un point donné. Au point de

vue algébrique, ou verra sans peine que le même nombre (a — ?>'j) est

égal au degré, par rapport à -—, du coefflcictit de la plus haute puis-

sance de -7^1 (huis réquation différentielle.

17. Uevenons, |)our un instant, à la considération d'une é(piatioii

différentielle d'ordre quelconque, et supposons une courbe S qui ne

possède, en outre de brandies simples, que des systèmes circulaires

d'une seule famille : le rebroussement ordinaire, lequel est carac'érisé

par les écpiations

X —'^ = t-, y — r, — A/- -h Ih^ + ('.<' -H....

Reportons-nous aux résultats du n° 15, et appelons (—7) le

nombre V relatif à cette famille de systèmes circulaires, pour l'équa-

tion proposée. Lu courbe S ne possède, en fait d'inflexions effectives,

que des inflexions ordinaires. Ainsi, pour cette courbe, le nombre i
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est (n° la) celui de ses inflexions ordinaires. Une courbe S', cor-

rélative (le S, ne possède également, en fait d'inflexions effectives,

que des inflexions ordinaires, corrélatives des rebroussements de S.

Donc le nombre i' est ici celui des rebroussements de S. Cela posé,-

la formule (18; du n° ïo donne, pour le nombre des jjoinls de 1.)

courbe S qui satisfont à la condition exprimée par l'équation dilfé-

renlielie,

(2/1; ^ = c/.c -^ ^m ^-yi'.

Cette formule est entièrement scmblalde à celle qui est relative à

une équation du second ordre et à une courbe ayant des singula-

rités <J«cZco7^(yf^ei. Mais il ne faut pas perdre de vue que, dans le cas

actuel, la courbe S ne doit posséder que des singularités spéciales.

Toutefois, comme les courbes corrélatives de S ne contiennent, elles

aussi, que ces mêmes singtdarités, on peut aussi, de la formule (24).

déduire, de même que précédemment, la formule corrélative. Donc

les équations (aS ont encore lieu entre x, [j, 7 et les coefficients ana-

logues a', [j .,
•(' relatifs à l'équation différentielle, transformée de la

proposée par corrélation. La signification du coefficient y 'i^ l'êut

plus ici être donnée d'une manière aussi simple; quant aux autres coef-

ficients, leur signification se modifie à peine, ainsi qu'on le verra dans

cet énoncé :

THÉORiniE IX. — Soit une combe ne contenant que des branches

simples et des branches à rebroussemcni ordinaire : le nombre de ses

points qui satisfont à une condition exprim.ce par une équation diffé-

rentielle algébrique d'ordre n, et indépendante de la couibe, est

ac + ;3/?i + 7/'. Les nombres c, m, r sont : la classe, le degré, le

nombre des branches à rebroussement de la couibe. Les nombres k, ,S, 7

ne dépendent que de l'équation différentielle, et ont les significations

suivantes :

j3 est le 7iombre des points d'une droite qui satisfont à la condi-

tion exprimée par l'équation différentielle, ou le nombre des combes

intégrales qui ont une droite donnée pour tangente de [n — i
)"''''

inflexion.

(a — 37) est le nombre des courbes intégrales qui, en un point donné,
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se composent de n biaiwhes ayant, avec une même tangente, des con-

tacts de l'ordre -•
n

3(a + /5) + y e^i le nombre des conrbes intégrales qui ont un con-

tact d'ordre n avec une courbe donnée du troisième ordre et de la troi-

sième classe.

On peut aussi remarquer que 2(!Z + |S) est le nombre des couibes

intégrales qui ont , avec une conique donnée , un contact d'ordre n.

Ceci rend é%iclent que le nombre (a.+ /3) se conserve clans les trans-

formations corrélatives, ainsi que le montrent aussi les équations 23).

Cela étant, la signification du nombre 3(a + j'5) + y rend également

évident que le nombre y se conserve dans les Iransformalions cor-

rélatives.

Sous une forme géométiique, on peut énoncer le théorème IX (et

la même remarque s'applique au théorème VIII en disant que le

nombre des courbes d'une série oc " dans un plan, qui ont, avec une

courbe donnée, un contact d'ordre «, est ac + fjm -+- yr, pourvu que

cette dernière ne contienne que des singularités ordinaires.

Les interprétations précédentes des coefficients donnent, dans cer-

iai(is cas, des résultats d'apparence paradoxale, dont il est nécessaire

de dire quelques mots. On ne doit pas perdre de vue que, dans tout

le cours de cette analj'se, il a été supposé (n°9) que la coiu'be S no

fournit pas luie intégrale de l'équation diflërentielle considérée. Il

n'est donc pas permis d'appliquer les résultats acquis aux cas où cette

supposition n'est pas vérifiée. Par exemple, si /5 est négatif, l'inter-

prétation de ce nombre n'a plus aucun sens. On en peut conclure que

les lignes droites fournissent des intégrales de l'équation. Si (a -!- ^)
est négatif, c'est cjue les coniques sont dans le même cas, elc. Je tire

de là cette conséquence, qui me sera utile plus loin : le nombre {v.-h fi)

ne peut être négatif que si l'équation différentielle est au moins du

cinquième ordre.

18. Dans l'énoncé du théorème YIIl, que l'on peut rapprocher du

théorème IX, tme circonstance doit attirer l'attention : si, au lieu de

considérer une courbe S, de degré m, de classe c et possédant des sin-

gularités quelconques, on avait envisagé une courbe de degré m, pos-
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sédant i' rebroiissenienls ordinaires et, en outre, des points doubles
ordinaires en nombre tel que, joints aux i' rebroussements, ils pro-

duisent l'abaissement in[m — i) — c de la classe de la coiube, la for-

mule ac -+- (iin -i- 71' n'aurait pas été changée. Ainsi, au point de vue
de cette formule, toutes les singularités de la courbe produisent le

même effet que i' rebroussements, et c? = ^[in{m — i) — c ~
3/'J

points doubles. Si, en outre, on envisage, en même temps, la for-

mule corrélative (j'3 + 3j)m + (a— 3-/)c +7/, on voit que les

mêmes singularités produisent le même effet que i tangentes d'in-

flexion et 0'= - [c[c — i) ~ m — 3i] tangentes doubles. Nous

sommes ainsi conduits à nous placer à un point de vue que les équa-

tions de PlilckeveX un Mémoire bien connu de M. Caylej ont rendu

familier aux géomètres : nous nous trouvons en présence d'une caté-

gorie de questions dans lesquelles toutes les singularités d'une courbe

plane algébrique quelconque sont entièrement représentées par des

nombres déterminés de points doubles, de poinis de rebroussement,

de tangentes doubles et de tangentes d'uiflcxion.

Mais il faut se garder de dcnner à celte conception une extension

qu'elle ne comporte pas. Ce serait, par exemple, une erreur de

croire que les éléments dont je viens de parler, ou même d'autres, en

nombre fini et déterminé, pourraient suffire à représenter, dans toutes

les questions géométriques, les singularités d'une courbe algébrique

quelconque. On s'en convaincra aisément par l'examen des .circon-

stances qui s'offrent à l'égard des équations différentielles d'ordre su-

périeur au second. C'e.st de ce sujet que je vais maintenant m'oc-

cuper, en me bornant toutefois aux équations du troisième ordre, qui

donnent une idée suffisante des résultats relatifs aux équations d'ordre

plus élevé.

19. Soit une équation différentielle algébrique du Iroisicme ordre

/ .-

^

y:/ '^X <^'
' ''''. V i

/' (h\ / </- y \'^ / d^ r\V-
{20

j 0=/ (X, J, -, —, —J
_-- ^^ (o., J, -) (— ) ( -^) ,

OÙ ^ est un polynôme euîici-; X et ij. sont des entiers positifs :

luie au moins des valeurs de À est nulle; de même à l'égard de a.

Joiirii. de ilatli. (3= série), tome 11. — .Voit iS;G. JO
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J'ai, comme précédemment, à éludier la composition du nombre jp.

Soit, à cet effet, un système circulaire

(26) x-'% = t\ j--fi = o{t)=.kf~-^t'^?-^CV-''^' ^....

Je distinguerai deux cas, suivant que p est égal à ;, ou en est dif-

férent. Le premier de ces cas est très-simple et entièrement analogue

à celui du n° 16. En supposant p = r, on trouve, pour les parties

principales des dérivées de j^,

g = .BH-..., -^ = :(, + '-)(=^:;)c.,=-'-H....

Répétant icil'analjse du n" 16, on trouvera que le nombre v est

nul si 17 est supérieur on égal à r. Si, au contraire, a est inférieur à r\

et que d soit le degré de f par rapport à -—^ le nombre v est égal

à — o(7'--(7). Par suite, pour l'ensemble des systèmes circulaires

d'une courbe S, dans lesquels ona p ~ r, c- </', l'élément du nombre
:(i

est — Ql[r — c).

J'arrive maintenant au cas où p est différent de r. D'après l'hypo-

thèse /5<'', on a, pour les parties principales, déduites de (26),

Après substitution des valeurs tirées de (2G), pour x,j,..., la

partie principale du terme mis en évidence, dans (aS), a pour

degré

(28) î> = ),((5 — 7^) + ix[p — 2/-) = ;'X -1- lJ.)p — (1 -\- 2!J.'r.

l'our obtenir le degré de la partie principale île J, j'ai à chercher

la plus petite des valeurs que puisse acquérir J par la substitution

aux lettres);, ij. de tous les systèmes de valeius dont elles sont suscep-

tibles d;Mis( 25). Ou voit immédiatement que le système ()., rj.), propre

à fournir ce minimum, dépend généralement du rajiport des nombres p

et /-. De là résulte une différence notable entre le cas actuel et ceux qui

ont élé précélemmcnl envisagés.



RECHERCHE DES POINTS d'uNE COURBE ALGÉBRIQUE l'UANE, ETC. 283

La forme de l'expression (28) suggère naturelltment l'idée d'em-
ployer, pour étudier le minimum de 3, l'artifice imaginé par Newton
pour une question analogue. Le procédé que je vais développer est

donc une imitation de la règle connue sous le nom de pnrnlle'lograinme

de Newton.

20. Le principe de cette règle se réduit à une proposition des plus

simples : Soient, dans un plan, et relativement à deux axes de coor-

données, U, V les coordonnées d'un point donné M; et u, v les coor-

données d'un point variable m, astreint à être situé dans l'intérieur

d'un contour fermé et convexe (C). L'expression [uY — vU) a un

maximum et un mitdmum : on les obtient en plaçant m en l'un ou

l'autre des deux points du contour, dans lesquels la tangente de ce con-

tour est parallèle à la droite quijoint l'origine au point M.

Pour distinguer le maximum et le minimum entre eux, on peut

faire usage de la règle suivante : Que ion circonscrive an contour C
un parallélogramme dont les côtés soient respectivement parallèles aux
axes. Soient p, q les points de contact, avec C, de deux côtés consécu-

tifs, et Q, le sommet du parallélogramme
,
point de concours de ces deux

côtés, dont l'un ùp est parallèle à l'axe des u, l'autre ùq est parallèle

à l'axe des v. La partie du contour C, inscrite dans l'angle pÙq et

tournant sa convexité vers D., sera distinguée par les sig7ies des deux

directions Ùp, ùq.

Cela posé, le point m, qui rend {uY — vU ) minimum, est situé dans

la partie distinguée par les signes :

+ pour Llp et — pour Qq, si M est dans l'angle -i- u, -+- v);

-*- H- (— M, + l»)
;

— -+- '— i', ~^);
— —

(
4- «, — Pi.

Je laisse au lecteur le soin de démontrer ces règles, et je me borne

à faire observer qu'elles s'appliquent aussi bien à un contour brisé

qu'à un contour formé par une ligne continue. Il suffit que le contour

soit toujours fermé et convexe. Quand le contour présente un angle,

on doit entendre par tangente une droite qui, sans traverser le con-

tour, passe par le sommet de l'angle.

36 .
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21. Pour appliquer à l'étude du minimum de D les règles précé-

dentes, je pose

(ag) X -r- 'J. -- U, X + 2 p. = V.

A chaque ternie de réquation (25) correspond ainsi un point m,

dont les coordonnées sont u, v. On peut unir par des lignes droites

un certain nombre de ces points, de manière à tracer un polygone

fermé et convexe, satisfaisant aux deux conditions suivantes : i° tous

ses sommets sont des points correspondant à des ternies de (aS);

2° tous les autres points qui correspondent à des termes de (25) sont

à l'intérieur de ce polygone. C'est ce polygone qui sera notre con-

tour (C). Les coordonnées U et V du point M seront les nombres r

et p, en sorte que (28) ^ sera l'expression {uY — fU). Comme /• et
p

sont essentiellement positifs, M est dans l'angle (+ u, -+- v), en sorte

que la partie utile du contour (C) sera uniquement celle qui est distin-

guée par la combinaison désignes (-{-, ~).

Soit rrij un sommet de (C), compris dans la partie utile. Ce sont les

coordonnées de ce sommet qui rendent ;> minimum si la droite menée

par my avec le coefficient angulaire - ne traverse pas le polvgone;

c'est-à-dire si - est compris entre les coefficients angulaires des deux

côtés dont l'intersection est mj.

Soient donc m,, mn,..., ni/, les sommets consécutifs de la partie

utile de (c), rangés dans leur ordre naturel, et de telle sorte que les

coefficients angulaires c,, c,,..., c^-, des côtés ni^in.,, ni^in^,... aillent

en décroissant. Désignons, en général, par ),y, JUj les valeurs de X et jx

qui correspondent à nij. Le minimum de ^ est

X, 4- p.,)jî — (X, + 2y., )/, si -><^i,

(X, -f- y.j)^ — [X, -r 2p.2)r, si c, ?, -^-Cj,

(X/i_, H- p./;_,)p — 'Xa_, -f- 2fJ.A_, )r, si C<_, T;
^ > Ca_i ,

(>•* + 'J-k)p - (M H- 2p.^)r, si tVi = ;•



RECIIKRCHE DES POINTS u'uNE COURBE ALGÉBRIQUE PLAJNE, ETC. 28

J

22. Connaissant le minimum de 3, il nous reste à établir que ce

minimum est l'ordre même de la partie principale (\e/.l\ ne peut y

avoir de doute à cet égard que si le même minimum est fourni par deux

termes au moins : on pourrait, dans ce cas, craindre une réduction

entre les parties principales de ces termes. Supposons donc qu'on ait,

pour deux termes différents,

? = (>. -l-fi)(5 — (X + 2JU,)r=: (X'-f- iJ.')p — {// -+ 2/J,')r.

En vertu de {'2'j), les parties principales correspondantes contien-

nent, en facteur, la lettre B, respectivement avec les exposants (X -i- /j.)

et (X' + iJ.'). Pour que la réduction fût possible, il faudrait donc que

l'on eût X + M. = X' + a'. Il en résulterait donc soit r = o, soit X = X',

p, ^^ p.', ce qui est impossible.

Donc le degré de la partie principale de y est égal au minimum

de 3.

Soit maintenant une courbe S, indépendante de l'équation différen-

tielle. Je pose

les sommations s'appliquant à tous les systèmes circulaires de S, où p

et /-sont différents, et où l'on a

Ces conditions s'appliquent aux valeurs i, 2,...,A- du nombrey, à con-

dition de supposer

Co = -4- X) , Ck= O.

Il résulte, de l'analyse précédente, que la partie du nombre 4;, rela-

tive à tous les systèmes circulaires de S, où p et / sont différents, est

ainsi

(3o) x,g, -I- x,^., + ...+ XAg-A-+- y-i^i + y.2^2 -H... -h ii^fh.

Cette expression contient 2k termes; mais un des coefficients, au

moins, est toujouis nul. En effet, d'après (29), on a 2^^— i' = X.
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Comme ). est toujours positif et qu'au moins une de ses valeurs est

nulle, on voit qu'un, au moins, des sommets utiles du polygone [c]

correspond à une valeur nulle de X. Donc un des coefficients X,

dans l'expression (3o), s'évanouit. D'autre part, par un raisonnement

analogue, on verra qu'aucune des valeurs nulles de ij. ne correspond

à un sommet utile du polygone. Par suite, l'expression (3o) se ré-

duit, en général, à (2A: — i) ou {2k — 2) termes. Il peut y avoir encore

une autre réduction dans le nombre des termes. Car la même valeur

de ). peut appartenir à deux sommets différents de la partie utile du

polygone; et de même pour les nombres /x. On voit ainsi que le

7inmhrp des tenues distincts de l'expression (3o) « pour limite infé-

rieure le nombre des sommets utiles du polygone, diminué d'une

unité.

D'après 29), on a u — v =^ — ^x. Donc {u — v) est minimum

quand u. est maximum. Donc, parmi les sommets utiles de (c , se

trouve un sommet répondant à une valeur de p. égale au degré de

l'équation par rapport à -j^- C'est ce degré que j'ai précédemment

désigné par â (n° 19). Or on a vu que l'ensemble des systèmes circu-

laires de S, où les nombres p et r sont égaux, fournit au nombre ^
l'élément — âl[r — a). Le coefficient 5 de cet élément étant un des

nombres p de (3o), il en résulte que ^^se réduit lui-même, en tenant

compte de tontes les réductions, à une somme de termes des deux

formes Ig et ph, où X et p sont dos exposants de (aj) correspondant

a des sommets utiles de (c), et g et A des nombres dépendant de la

courbe S.

23. Je résume ces résultats dans l'énoncé suivant :

Théorème X. — Le nombre des points d'une courbe algébrique

plane qui satisfont à une condition exprimée par une équation diffé-

rentielle algébrique du troisième ordre, et indépendante de la courbe,

s'exprime par une somme de termes dont chacun est le produit d'un

coefficient ne dépendant que de la condition par un nombre ne dépen-

dant que de la courbe.

Deux de ces termes sont «c, pm, les mêmes qu'au théorème IX.
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Soit

o=^.^(^,j,|)(^

l'équation différentielle proposée, sons forme entière. Dans les antres

termes, les coefficients qui ne dépendent que de la condition sont^ quel-

ques-uns, des exposants X, /Jt., définis comme il suit :

A chaque terme de l'équation,faites correspondre, dans un plan, un

point m dont les coordonnées rectilignes soient m = X + ^,, t» =_- ). -i- a^j..

Tracez le polygonefermé et convexe, dont les sommets soient choisis

parmi ces points, et qui enveloppe tous les autres. Considérez, parmi

les sommets, ceux auxquels aboutissent des côtés dont les coefficients

angulaires sont positifs, et qui, en outre, appartiennent à la partie du

poljgone dont la convexité est tournée vers l'axe des v.

Les exposants 1 et p. qui correspondent à ces derniers sommets sont

les coefficients dont il s'agit.

Ou voit, par cette dernière proposition, que, contrairement à ce qui

se passe pour les équations du premier et du second ordre, il ne suffit

pas de savoir que la condition considérée est exprimée par une équa-

tion diftérenlielle algébrique du troisième ordre pour en pouvoir con-

clure le nombre des termes auxquels se réduit la formule (i8) du

n° 13. Pour connaître une limite supérieure du nondjre de ces termes,

la courbe S restant indéterminée, il sera nécessaire desavoir d'avance

que les exposnnts X, p. sont renfermés dans de certaines limites. Par

exemple, si l'on connaît le degré de l'équation différentielle par rap-

, d'y d'y .( . ,. . ,

port a -r-, et -— > on pourra manitestemcnt assigner une hmite supé-

rieure au nombre des termes considérés. Eu effet, le polygone auxi-

liaire se trouvera renfermé dans un parallélogramme donné, et l'on

connaîtra une limite supérieure du nombre de ses sommets. Mais il est

également visible qu'on peut toujours cboisir ime équation différen-

tielle du troisième ordre, de manière que le nombre des termes soit plus

grand que tout nombre donné.

On a vu, au n" 15, que si la courbe que l'on considère est astreinte

à ne posséder que des singularités appartenant à des familles détermi-

nées, en nombre fini, le nombre de ces mêmes termes est, par là, dé-



terminé, quel que soit l'ordre de l'équation différentielle. On voit

donc, par ce rapprochement, qu'il est impossible de trouver lui nombre

limité de familles de singularités qui, dans les problèmes dépendant

des éléments infinitésimaux du troisième ordre, représentent les sin-

gularités d'une courbe quelconque. C'est, comme nous l'avons vu

précédemment, le contraire qui a lieu dans les problèmes dépendant

des éléments infinitésimaux du premier et du second ordre.

Je n'examinerai pas ici les questions analogues pour les équations

différentielles d'ordre supérieur au troisième. La méthode suivie pré-

cédemment s'y applique cependant, mais avec quelques complica-

tions nouvelles. Laissant donc, quant à présent, ces questions à

l'écart, je terminerai ce paragraphe en montrant comment, des coeffi-

cients X,
fj.

qui entrent dans l'expression de 4^ pour une équation diffé-

rentielle du troisième ordre donnée, on peut déduire les analogues

pour l'équation transformée par corrélation.

24. Je remarque, en premier lieu, que pour une branche simple, à

inflexion simple (r=:i, s = 2\ l'élément du nombre ^, savoir, le

minimum de

^ -= X{</ — r) -+- i].{p — 2;'^,

esl uni. Car i> se réduit à À, dont le minimum est zéro. Il en est autre-

ment pour un rebroussement ordinaire (/=2, />
—- i). D'après le

n" 21, soit

l'élément de s^, pour un rebroussement ordinaire, sera — ^)., 4- 3/;^^).

En employant la même notation qn'au n° 17, je poserai

Entre c, ,3, y et les coefficients correspondants |)our la transformée

de l'équation proposée par corrélation, ont lieu les écpiations (23)

du n° IG, ainsi que je l'ai prouvé au u° 17. Ces équations sont

(3i 7' = y, a' = ,3 -t- 37. a = 3' -h 37.
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Soit mainlenant une courbe S comprenant t rebroussemeiits ordi-

naires, v' inflexions ordinaires, enfin un système circulaire (r, û, o^r).

On a(n° 15)

(Sa) i' — t — (f — p) = 3(c — m).

Soient 1, ^ les nondires qui correspondent au soniinel du poly-

gone (C),dont les côtés comprennent la direction -; j'ai (n" 22), pour

le nombre des points de S qui satisfont à la condition exprimée par

l'équation considérée,

N = ac ~h ^i/i -h yi -H ),(/ — p) + |^.(27- — p).

En remplaçant, dans cette dernière équation, t par son expression

déduite de (Sa), j'obtiens

(33) N ^ (« - 37)6-+ (fi + 5-/)m -\- 7t'+ (7- 3/j. - ).)(p - r) + p.(ap - /).

D'ailleurs, pour une courbe S', corrélative de S, les nombres m,

c, t, r, p se changent en c, m, v', p, r. Les coefficients a', p', 7', ana-

logues à a, p, 7, se déduisent des trois premiers termes de (33). On a

ainsi les équations (3i). Soient maintenant X', p.' les nombres qui cor-

respondent, dans l'équation transformée, aux systèmes circulaires

{p, r). On a, d'après les derniers termes de (33),

(34 ' X' + X -f- 3 a = 7, '/ = [j..

Ce sont les relations cherchées. Elles permettent, étant doinié le

polygone (C), de construire le polygone (C), relatif à l'équation

transformée, ou, du moins, la partie utile de ce polygone. Cette con-

struction est des plus simples. Soient, en effet, ?/, ^(29) les coordonnées

d'un sommet utile m de (C),et u\ v' les coordonnées du sommet cor-

respondant de (C). Les relations (34) deviennent

f — u^= V — u .

'V-

Par suite, la droite /«/«' est parallèle à la droite v — u =z o, et par-

Journ. de Math. (3"= scrie), tome II. — Septembre i8;6. .
-J^
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Jagée (Ml deux parties égales par la droite w -i- t" = y. Si l'on suppose

les axes rectangulaires, les points m, m' sont symétriques par rapport

à la droite u + v ^ 2-^/. Par suite, les axes étant rectangulaires , les

parties utiles des poljgoiies (C) et [C ) sont égales.

Je ferai enfin observer, en dernier lieu, que l'on peut imaginer des

équations différentielles pour lesquelles ie nombre des sommets utiles

de (C) soit aussi petit que l'on voudra. Si, par exe:nple, on prend une

, . 11'^ , d' Y à' y

équation rioniogene et de degré J par rapport a —
-^ et -—^-i on n aura

qu'un seul sommet, lequel répond à ), = o, u.^^0. On a alors, pour

toute courbe S,

N = ac + fini -h9[l[2r - p': + Kr - •-)],

la première sommation s'appliquant à tous les systèmes circulaires

de S où 7' et p sont différents, et la seconde à tous ceux où p = r et où

7 est inférieur à /.

[J suivre.)
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Sur les développements en série des fonctions d'une seule

variable ;

Par m. g. DARBOUX

On donne ordinairement, dans les cours de Calcvd infinitésimal,

différentes formes du reste de la série de Taylor qui s'appliquent seu-

lement au cas où la variable suivant les puissances de laquelle on dé-

veloppe demeure réelle. Je vais d'abord montrer que les mêmes formes

demeurent applicables avec de très-légères modifications, quand la

variable et la fonction prennent des valeurs imaginaires.

Je m'appuierai sur le lemme suivant :

Imaginons quun inobde M se déplace sur la droite AB, toujours dans

le même sens^ de A vers B par exemple ; et qu'un point m dont le mou-

vement est lié à celui du premier décrive d'un mowement contiini une

courbe ncb quand le point ]\I va de h. à B. Je dis qu'ilj aura au moins

une position des points correspondants M, m pour laquelle le rapport

des chemins infiniment petits ds,^ do, décrits en même temps, ds, parle

point m. dfi, par le point ]\I, sera supérieur ou égal au rapport de la

corde ab à la droite AB.

En effet, si l'on avait toujours

on aurait, en intégrant entre les limites extrêmes,

arcficZ»<'— / <Y(2, ou ^rc acb <^ah,

ce qui est évidemment absurde.

37..
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Le lemme est donc démontré. Nous ferons remarqner que, si la

démonstration snp[)ose qne M se meuve toujours d^ns le même sens,

elle demeure valable alors même que le point m rétrograderait sur la

courbe qui lui sert de trajectoire, l'intégrale JdSi représentant la lon-

gueur totale du chemin décrit par le point m, et cette longueur totale

étant toujours supérieure à la corde ah.

Imaginons que les points M, m servent de représentation à deux

fonctions de variables imaginaires: M a une fonction ^(z), m a une

autre fonction ^^(z). Admettons que, lorsque z varie de z„ à z^ d'une

manière déterminée, le point M, qui représente ©(z), décrive un seg-

ment de droite AB toujours dans le même sens. On aura ici

— ^mod.-"); ''^^ '

Quant au rapport y^, il est évidemment égal à

mod.^.

Il existe donc, d'après le lemme, au moins une valeur Ç de z, corres-

pondant aune valeur de ç(z), représentée par un point M du seg-

ment AB, pour laquelle ou a

mod. -r—r^ _ niod. —^— — •

On peut donc poser

' fi^i) — ?(2.)
'

ç'(?)

X désignant ici et dans toute la suite de ce travail luio quantité ima-

ginaire incouîuie dont le module ne dépasse pas 1 unité.

Ajjpliquons celte formule générale au cas où l'on prend

Quand le point z variera de r„ à z, suivant la droile :„ r,, le point qui

représente ç(=) décrira aussi une droite. Nous sommes donc dans les
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conditions supposées, et, en appliquant la formule (i), nous trouvons

La valeur de £, qui figure dans le second membre de cette équation,

est représentée par un point du segment rectiligne z^ r, ; elle est donc

de la foime

Z„ -t-(l — 0';(Z, — ZoJ,

étant réel, positif et plus petit que l'unité. On a donc

(^) /(z.)-/:>o)== ^||^;;L/[r„ + (.-5::(z.-.o)]-

Pour /; = I, ou trouve

(3) /:>.) -y (zo ) = >( =
.
- Z;)j'[z^-h{i -0)'z, - z, ].

Cette forniîde ne diffère de celle des accroissements finis pour les fonc-

tions réelles que par la présence du facteur )., de module ne dépassant

pas l'unité.

Appliquons ces résultats à la fonction suivante :

*F (x) := f{a -\- h) — fia -i- h — jc) — ,ro' {a + // — jc) — ...

'

m" (a -t- // — x),

ou ip', cp", . . .,o" désignent les dérivées de o. Ou a, comme on sait,

W'{.x) = J"
'/'^' [a-h h — x),

et, par suite, en appliquant la fornuile (2 : et y remplaçant »„ s, par

les valeurs zéro el // de a
,

^ ' ^ ' l .2.3. . .n. p ' ^

'

ou bien

l (f{a+ /i)= 'j(a) -(- h(f'\a) -\- -^ f [n) +...-+-

—

-— (»"{a)

(4)
''' '•''•"

+ X 'l—il-^L^- o"-' ia + QJi).
j .2 . . .// .p ' ^ '
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En remplaçant a par zéro et h par x, on obtient

'51 'j (x)= c o' + ^-y (o) + . . . + -^^ s« (o) + ). -tiLnli!:^ o"^' f5x).

Ces formules ne différent que par la présence de ). de celles qui sont

relatives aux fonctions réelles de variables réelles.

Il est très-fucile de faire des applications des résultats qui précèdent.

Les fonctions e~, sinz, cosz, L(i -f- z), (i +- 2 '" peuvent être définies

directement. Leurs dérivées s'obtiennent sans difficulté. Les formules

que nous proposons permettent d'étendre, pour toutes ces fonctions

traitées dans les éléments, les déveIo|)pements en série au cas où la va-

riable indépendante prend des valeurs imaginaires. Si l'on considère

en particulier (i + z)'", on retrouvera tous les résultats donnés par

Abel, dans son Mémoire sur la série du binôme. L'étude du reste ne

laisse subsister qu'un seul cas douteux, celui où le module de z est

I unité, et où en même temps la partie réelle île m est comprise entre

— I et zéro. Mais un théorème doiuié par Abel, précisément pour cet

objet, permet de lever la difficulté, et la série du binôme se trouve

ainsi établie dans toute sa généralité.

n.

Avant de passer à d'autres applications, nous allons déduire une

conséquence nouvelle de la formule (i ).

Considérons l'intégrale rectiligne

JJ [x)o [x] dx,
a

dans laquelle on suppose les limites réelles, y (jr positif et 9 J") une

fonction imaginaire quelconque. Alors, en désignant par .r, une valeur

intermédiaire entre a et jt, on aura, d'après la formule (i),

I

X f[x)dx
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Ainsi l'on a

(6) £ /(.r
) 9 {x) dx = >. y [x,

) f f{x) dx.

C'est l'extension d'une formule connue relative aux variables réelles,

et il est facile de la démontrer directement.

En effet, soit x, la valeur de x qui donne à o(,r ) la valeur de plus

erand module y... I/inté"rale

j /{jc-)fix)dx

ne peut qu'être augmentée, y (jr) étant positif, si l'on remplace ç .f

par ij.,. Elle est donc plus pelite que

et, comme |j., est le module de f[x^ ), elle est par conséquent égale à

A désignant une qurintité imaginaire dont le module ne peut dépasser

l'unité.

Cela posé, considérons la fonction de t

W (f) = '^«(<)y (x 4- fit) - hs>"-' {t)J\x + hl)

-hh-f--{t)J'"{x-\-ht)~...-\-{— \)"/i"^{t)f"!x -h ht],

où (p(^) désigne un polynôme du degré «, et y', o", . . ., '^"~', 9" les dé-

rivées successives de ce j)olynôme. Quant à J\x), c'est une fonction

quelconque réelle ou imaginaire ainsi que les variables x et //. On aura

M"(/) = (- i)"h"*'o[t)f"'-'{x -f- ht)

et, iiar suite,
i

^(ri-T(o) = (- 1)"//'-^' f''^{t)f"^'{x-+-/i(]dt.
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Si nous siibstitiions les valeurs de ^"(i), ^ (o), nous obtenons la

formule

'."{o)[J[x-^h)-J[x)]

,

=:/.['/-'(0/'(^-+^')-9"-'(o)/'(^)]

4- (— 1)"-' h"{(D(\)f"{x -h h) — olo)J"{x)] -4- lî„,

où l'on a

R„ = ;
- I fA«+' f\{f)J"^' {x + ht) dt.

•- o

Cette formule servira de base à nos recherches. En faisant diverses

h3'polhèses sur le polynôme ç(f}, nous allons obtenir la plupart des

séries connues et d'autres nouvelles, avec des formes du reste appli-

cables au cas où les variables sont imaginaires.

En prenant oit'] = (< — i)", on retrouverait la série de Taylor : je

n'insiste pas sur celte hypothèse déjà examinée.

Remplaçons n par 211 et prenons

nous aurons

(8) +(-i)

Jr/v-^^j-/(-)]-ïfe:^T^[/^'(-+A;-y»j(2/2—1)

, rt /? — I )...(/?—/' +1I hP

y.ri -i/i — I I ... (2 « — p -i- \) 1.1...//

x[y^(:r + /;) + (-r/-7,^'^)]+...

in\in— i)...(fl-l-i

où le reste est donné par l'équation

i.2...2»R.„=(— i/7r"-^' r t"[\-t)"j'^"*Hx + hl dt
Jo

(3r on a

1 /",'. t\nrtf

[n -(- 1). . .(2« + 1)'X /."(i - tydt
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donc, en appliquant la formule 6 , on oblient

R.„ = f-
' 2« ^- I [l/i H- i). . .inY

La formule (8j nous paraît intéressante. Elle montre en effet com-

ment, en calculant seulement n dérivées, on peut obtenir une approxi-

mation de l'ordre A^''+', Par exemple, en y faisant successivement

/? = I, 2, 3, on trouve les formules suivantes :

f[x + h) -Jix) = \ \J\x) +f[œ + h)\ - ^ >/"'(x + Oh),

f{x + h)-J[x)

- \ L/'(^) +/(-^ - ^)] - ^ \j\^ + h) ~f[x)]

^J!Lip(x + Oh),

f{x^h)-f{x)

= J[/'(^)+y'(^ + ^^]-|^[y"(^^-/';-/"(^)]

120 '^•^ ^ / ./ \ /J lOO.OOO

Remarquons, de plus, que le reste est affecté d'un coefficient numé-

rique beaucoup plus faible que celui de la série de Taylor.

Si maintenant nous revenons à la formule fondamentale et que nous

prenions

nous aurons

f{x + h] ~Ax) = -^-^[/'(.r + ;0 - rf'ix)]

(9) I -7:^(-f:r7j-.[/"(-^ + ^0-'y"(^)J+..-

i-.y^.-

Journ. de Math. (3' série), tome II. — Septembre 1876. 38



2q8 g. DAUBOIX.

Supposons, pour fixer les iiiées, r positif et fraclionnaire. Le poly-

nôme (p\t) demeurera positif. On aura

7,/""' (^

La formule (9), à part la forme du reste, est une conséquence de

la série de Taylor. Elle sera surtout applicable quand les dérivées

successives seront telles que les différences qui figurent dans la for-

mule soient très-petites pour une valeur convenablement choisie

de /

.

in.

Nous allons examiner des applications d'un autre genre. La for-

mule (7) contient an coefficients qui sont les dérivées de ç;(i) pour

i = o, < = I. Cljerchons, s'il se peut, à rendre égaux plusieurs de ces

coefficients. Voyons, par exemple, s'il existe nue formtde dans laquelle

figurent seulement les différencesy/,(x + h) — fp[x).

Pour qu'il eu fût ainsi pour toutes les dérivées, il faudrait que les

dérivées du polynôme o[t) eussent la même valeur pour ^ = o, « — i,

ce qui est impossible; car on aurait alors ç(i -1- if) — 'j(<), quel que

soit <, résultat absurde, aucun polynôme n'étant périodique. Mais

nous allons voir qu'on peut approcher beaucoup du résultat cherché

et rendre égales toutes les dérivées du polynôme o[t) pour t=^o, t — 1,

sauf l'avant-derniére. (Cherchons, en effet, un polynôme jouissant de

cette propriété. On aura

?(0=-?(o)+7?'(o) ,0 : H -^-^-^

• ^ ' • ^ ' 1
~ ^ ' 1.2. ..« — 1' ^ ' 1.2.

Pour que toutes les dérivées soient égales pour < = o et < = i, sauf

la « — i'""^, il faut et il suffit que la différence ^(^ H- i) — (p{t) ne con-
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tienne que le terme en t"~\ Ainsi le polynôme cherché doit satisfaire à

l'équation fonctionnelle

o{x + i) — o'\x) — kx"~\

et, comme on peut le rnuhi|)lier sans inconvénient par une constante,

nous écrirons

f{x -f- i) — '^{jx) — nx"~^

.

Or le polynôme satisfaisant à cette équation fonctionnelle est bien

connu. Si x est entier, on déduit de l'équation pri-cédcnfe

o X -T- \) ~ o [x) = n x"" '

,

9(0') — a{x -- ï) = ?i(x — i\"~*

,

9(2)-?(i) = «i"-',

et si l'on prend ç o = o, on voit qne pour x entier on doit avoir

(p'x -{- \) = 7l[x"-' -h (x — l)"~' -i-...-f- 2"~' -'- \"~'].

Donc notre polynôme cherché est, à une constante près, celui qui

donne la somme des puissances semblables des nombres naturels. On
voit par quelle voie naturelle nous allons être conduits à la formule

de ^laclaurin.

La somme des puissances semblables des nombres naturels a été

donnée, pour les onze premières puissances, par Jacques Dernoulli,

dans r^r.î conjectandi. On pourra consulter le Traité de Calcul dij-

férentiel de M. Bertrand 'p. 352], où se trouvent établies les princi-

pales propiiélés du polynôme de Bernoulli. En désignant par ç„{x le

polynôme de rang n, on a

-Snix) = x" — - x"~' -h «jBjJ:"""- — »,B.,x"-' — /ioBsX""" — ...,

le dernier terme contenant toujours x en facteur; //, ji^, », étant les

38..
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coefficients de la puissance n'^'"^ du Linùme etE,, B3, B5,... les nom-

bres de Bernoulli [*].

En substituant les valeurs des dérivées de ç„ x), pour .r = i

,

X = o, dans la formule fondamentale, on retrouve la formule célèbre

de Maclaurin

f'/'\^:=J ^ + ^') ~fi^) -
'i
[/' !-^ + ^) ~f"\^)]

--^[/"(^H-^)--/"(^)]+-

+ r- iy'Bo„_3
'^^ I/2«-2'x+/i) -/=«-= .r)]-hR,„.

' - " 1.2...2/2— 2 '--' • ' •>' . J -

ou

p -''^ — r c;.,„:/'/="-^'(ar-H hfdl.

On sait que o..n t\ garde son signe de zéro à i. On connaît son inté-

grale. En appliquant la formule (6), nous aurons

R,„ = - i)«^' ^J--'J^/=«+' 'x + 5/0,- ' i.2...2n'' ^ '

À pouvant être supprimé dans le cas des variables réelles.

On ne parait pas avoir remarqué que cette formule de Maclaurin

est, au fond, une formule de déveIo|)pement pour toute. fonction im-

paire de X. C'est ce qu'il est aisé d établir. Remplaçons-y d'abord x

par — X, puis h par 2.r, elle deviendra, en réunissant dans le premier

membre les termes qui contenaienty (x),

=/(^) -/(- •^) + ^' [/"(•^) -/"(- •^)] + -

R,„ = - -!^^ 1 9,„« f-"^' ;
- X -^ 2xt dt-£ ?2„[tf""^"~ X -^ ^xt\

[*] La notation de ces nombres n'est pas bien fixée; plusieurs géomètres les dési-

gnent par d'antres indices B,, B„ Bj,..-.
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Si nous changeons, dans le reste, ^ en i — f, et si nous nous rappe-

lons que. 92n^) = ?2«'' — t 1 nous aurons également

R — ~ ^•'"''"''

r a^(t /'«+' (x — 2Xt dt
1.2. ..in Jo

et, en faisant la demi-somme des deux expressions de R2„,

^2«^ " V^
—

Tn / 9in t\f'"*'{x—2Xt) + f-"^'[—x-'r:ix-t\dt.

Les formules précédentes ne contiennent plus que la seule fonc-

tion f X —
f{^
— x), qui est impaire, et ses dérivées. Remplaçons

J[x .

—f{— x) par le seul symboley(^), désignant une fonction im-

paire, nous aurons

t>

(.2

(i3)

,
_ t)« — J^ ^\x I -i- R2„,

' \ .1. . .in — 1'' ^ '

""

' ^ '
I .2. . .2« -^

Prenons, |)ar exemple, y (.x'^ = sina:. Nous aurons, en divisant tous

les termes par sinx,

B, , ,, B-, , -,
j^cotjj = I ['ix r 5—7 [2xy ...

1.2^ 1.2.3.4

B,„_3' 2xj"'-2 2'").x"'+' _ cos.-r9

:
C2H-

1.2... 2/2—2 !.2...2« " SltlJC

On sait que la série est convergente tant que x est réelle et infé-

rieure à 7:. Quant à l'erreur commise, elle est toujours égale au terme

auquel on s'arrête multiplié par

Xj;cosx9
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On voit que, si .r est réelle, l'erreur commise est plus petite que le

premier terme néoli^é multiplié ])ar -r^--

Si l'on remplace jc par -\ ~ i ? on trouve

.r \ i — e~^ X 1 j 1.2 1.2.3.4

C'est le résultat de Cauchy, caria première des formules i3, don-

nant l'erreur commise, montre qu'elle est toujours de même signe

que le premier terme négligé. E'ieest donc par conséquent inlerieure

à ce terme.

On fait remarquer, d'ordinaire, que la série de Maclaurin est rare-

ment convergente. On peut préciser cette affirmation un peu vague de

la manière suivante. On sait que

= 2-" '7r-"fi -t- £„),
1 .2. . .2« ^ '

z„ tendant vers zéro avec -• Il suit de là que le terme général de la

série (12) est de la forme

Dans le cas où la série de Maclaurin est convergente, il doit tendre

vers zéro. On doit donc avoir

{[^XTl)-"f-"{x) = Un,

it„ tendant vers zéro avec -• Il suit de là que la série qui développe

/(x + A)-f-/(.r-/,) _ y /'"(x)/,'" ^ y „,. / h \-"

2 ^I.2...2« ^ 1 .•}... .in \^.r.it I

sera convergente pour toutes les valeurs de li. Ainsi :

Une condition nécessaire, mais non sufjlsatilc, ponr que la série de

Maclaurin soit convergente , e'est que la JonctionJ [x -\- h) +J {x — //)

soit développahle en série convergente ordonnée suivant les puissances
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de h pour toutes les valeurs de h, et par conséquent qu'elle ne de-

vienne ni infinie, ni imléierniine'e pour aucune valeur finie de la va-

riable h.

En revenant aux notations habituelles et à la formule loj, on voit

qu'elle ne sera convergente que si la fonction

fi.x -T- /( -r- A) +j[x -\- h — k) —j X -t- k] —j\x — k)

est développable en série convergente, suivant les puissances de k,

dans toute l'étendue du plan, et par conséquent ne devient jamais

infinie ou indéterminée quand k varie.

Ainsi la série de Maclaurin pourra bien élre convergente (et il est

facile de voir qu'elle le sera) pour des fonctions entières de e^, sinx,

cosx, &\uj[x , e-^'-^^f{x) désignant un polynôme; mais elle sera di-

vergente pour les fraclions rationnelles, pour tanga -.— ; • • •

IV.

Revenons à la formule 7 ,
qui nous a servi de point de départ, et

choisissons le polynôme qui y figure, en le soumettant à d'autres

conditions. Exigeons, par exemple, que, dans la formule {j'tfp x;

et
fip

X + h : aient le même coefficient et n'entrent que par leur

somme. Le polynôme T„ x), qui permettra d'obtenir ce résultat,

devra satisfaire à l'équation fonctionnelle

^'n{x -f- i) -(- ï'„(j:",! — 2X".

Cette équation, différentiée p fois, donne en effet, pour x = o,

Il reste à obtenir le polynôme satisfaisant à l'équation fonction-

nelle proposée. On l'exprime facilement au moyeu de la fonction

'i„ Xj de Jacques Bernoulli, employée dans l'article précédent. En

effet, si l'on pose

04) ^ »-) =
,7^ [?~.(^)-f».(i)].
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on a un polynôme d'ordre n qui, comme on le vérifie aisément, satis-

fait à l'équation proposée. Si l'on remplace 0,,+, par son expression

connue comme dérivée n'""% on trouvera aussi

^:'x^ = —— pour II = o.

Or on sait que l'on a

« - « Q.11 u Bi II-

I c" — I e"'— I 2
2- — I

(2=" — ^)u-"-i-....

En multipliant par e"^" et prenant la dérivée n + i'""*, qui sera le

coefficient de u"'*'' multiplié par i.2.3...7z + i, on trouvera

^ ' 1.2... ip

On déduit de là les dérivées de W„ pour ûc = o, et, en substituant

dans la formule 7 , on obtient

f{x-^h)-f{x)

\

• '

I .2.3. . .2« '"^ \ / "' \ '-I

OÙ

Remplaçons Wn„{t) par son expression i/i), nous aurons
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expression que l'on ramène facilement, par des changements de va-

riables, à la forme
I

Le polynôme 92/1+1 (^) conserve son signe entre zéro et -> et son in-

tégrale entre ces limites est, comme on sait,

(-,)"-<
i"'-^- — I

On a donc

" ^ ' I.2.cJ.,.2« + 2 ^-^ ^ ./ V /J

La formule (i5) est due à Boole, qui l'a donnée, je crois, sans se

préoccuper du reste. Comme la formule de Alaclaurin, on peut la

transformer de manière qu'elle ne contienne qu'une fonction impaire

de ce. Il suffit d'y remplacer x par — -^ /; par 2X, et. J\x) —/(— -ï")

paryi^x). Elle devient alors

"'*

i

^(-,,.-. '°--l--;^l"'- y"-(^»-.B...

Comme vérification, prenons f{x) = sin.r. Nous trouverons, en

divisant par cosj:-,

2B, (a=— i) 2B3f2< — i) , -,

tang^= ^ -2X H p-^-^— {2xf + ...

.
2B,„_,(2="— l)(2.r)=r'

, p

R.„ =
I .2. . .2«

2a;)^"+'(2'"+' — i)B,„+, Xcosôj:

I .2.3. . . 2« H- 2 COSX

/ourn. de Math. (3' série), tome II. — Septembue 1876. •^9
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Ce reste tend vers zéro toutes les fois que le module de x est infé-

rieur à -) ce qui est conforme aux résultats connus En remplaçant ce

par ~
\J
— 1 5 on trouve

^--1 ^ 2B,(2'-.) ^ 2Bj2*-l)_3
.

1.2.3.4

série convergente t;uit que le module de jc est inférieur à n. La forme,

du reste, nous appiend d'ailleurs que, dajis tous les cas, l'erreur est de

même signe que le premier terme négligé, et par conséquent qu'elle est

inférieure à ce terme.

La convergence de la formule de Boole donne lieu aux mêmes re-

marques que celle de la série de Maclauriu.

V.

Supposons maintenant que, dans la formule (7), on prenne pour

(p{3c) un polynôme satisfaisant à l'équation fonctionnelle

l'i") (ùlx -\- ï)~ ro(x)=^ '-^—i
^ ' ' ' ' ' j \ / 1 . 2 ... «

où nous supposerons, pour plus de précision, / positif el frac-

tionnaire.

On aura, en différenliant yy fois,

et notre formule ne contiendra plus que les différences

/•/'',\r-^/i)-//'(.r).

Voyons d'abord comment on résoudra l'équation fonctionnelle (17

Posons

I o\ . d' {l — r]i"'
(10) i.2..nox-Jt-\)=^-T-- — pour II ~ o,
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on trouvera

c; 'jT + I i
— /çi'jT ;

= — -;— (i — r^e""' pour u = o,

I — '

Donc le polynôme défini par la formule (i8) sera le polynôme

cherclié. Proposons-nous de trouver son expression développée. Soit

, I — r u n- u'

^'
I — re"' '

I -1.2 ''

I .2.3

on veria facilement que np Cit de la forme

OU Jp [r) est un polynôme dont tous les coefficients sont positifs. Cela

résultera d'ailleurs de la suite de notre étude.

Si dans la formule (19) on change u en — u^ r en - et que l'on

pose u„=: ~ — ) on aura

r — I 1 u ,
uP

„ = 1 -i- 6, - 4- ... -h 6 . . .

;r — e" I
'^

i .1. . .p

multiplions par /• et retranchons de la formule (191, nous trouvons

o = ^['-bp - '- ^y Op] 772^'
c'est-à-dire

rbp^i-iYnp, /p{r) = rPfp(l-).

Ainsi le polynôme^ (r) est réciproque et de degré p.

Multiplions la formule ^19' par le développement de e'^", et prenons

le coefficient de u", nous aurons cp [jc -h i). On trouve ainsi

(20) 9„(x-t-i) = (x" — 7i,a,x" ' -h nr,anx"-^ —...).

39.
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Le second membre n'ayant que des variations
(f

{i — x) n'est jamais

nul si X est positif; donc le polynôme
(f
[x) conserve son signe

de zéro à i

.

L'expression du polynôme étant trouvée, la formule (7) devient

J{x-i-h)-f{x)=-a,h]^J'{x+ h) - ^/'(x)]

où

R„ = (_ ,)«A—y '

ç„ (/)/«"' {X + /it) dt.

Le polynôme 9„(^) ne change pas de signe entre zéro et i, et la for-

mule (20) montre d'ailleurs que '^„ U) est la dérivée de 9,,+, (t). On a

donc

r ç>„ (<) (h =. 9,,+, (i) - 9„^, (o)
;

et comme, en vertu de l'équation fonctionnelle,

0„+,(0) z^j'^„^,{\), Ç„^, (l) = (- 1)
. 2 . . . n -f- 1

(22) R„=--^—-

"""'^'"^'
J"^'{x-\-Oh].

Telle est l'expression de l'erreur commise.

Examinons ces coefficients «„ fonctions de r qui figurent dans le dé-

veloppement. On peut d'abord les développer en séries qui mettent

en évidence leurs propriétés. On a

-i^ =. , _-,• 4-y (
, _ r) rP e-P\

r

En prenant le coefficient de u", on trouve

a„ = I" /" 4- (2'' - 1") /•- H- (3" - 2") r^ -H ...

.
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Ce développement montre bien qu'ils sont positifs, croissants avec r

et avec n ; si nous multiplions cette série par (i — r" nous aurons l'ex-

pression finie des coefficients a„. On trouve ainsi

a„[i — r)" = r+ K, r- -H . . . -h a„_^ r"

ap_, =-/>"-(«-+- i),(/;-i)"+ [ti + i)o(/J- 2)" -h...

+ (-i)''-'(/î-mV-, i",

(« + 1)1, désignant toujours le coefficient de rang [k -+- i) de la puis-

sance n -t-
1'""^ dn binôme.

Voici le calcul fait des n coefficients :

— n a, = r,

— rY a.,— r-l- /^

— 7'/ a,, = r H- I I /- + 1 1 r' 4- r",

— rf a^ — r -+- aGr- + dt&r^ + 26 r'' + ;%

— /'•)''«(; = r -\- 5'jr^ -h 3o2r' -f- Soar' H- 57/' -H /".

Ce calcul se fait avec une extrême facilité. Les coefficients des poly-

nômes sont les n différences n'""" du tableau

...000 i" 2" 3"... n"

prolongé vers la gauche avec des zéros antant qu'il est nécessaire pour

obtenir n différences ri'''"".

Les numérateurs des quantités a„ peuvent être définis par la

formule
1 — r _ ^ /t II''

I — rf"»'-') .—J I .2. .

Le premier membre pour /• = i se réduit à Ainsi la somme des
' '

I— Il

coefficients de ^À est 1.2... k, ce qu'il est facile de vérifier sur le

tableau précédent.

Je ne terminerai pas cet article sans montrer que les polynômes
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o„[x) considérés ici donnent la solution crun problème assez inté-

ressant :

X étant un nombre entier, proposons-nous de trouver la somme

x" -T- /• (x — I j" -H / ( .r — 2)" -i- . . .

.

A cet effet, dans l'équation fonctionnelle (17), remplaçons succes-

sivement X par x,x — i,x — 2,..., nous aurons

'f
{x -h \) — ro (x) =

(
I — r)x",

© ix) — r^(x — i) = {i — r) {x — i)",

9(a-)-np(i) = (i - r)i",

el, par suite, en multipliant ces équations par i, r, /•-,.. ,
;"""', et les

ajoutant

(23 ) -^ ' ' = x" -\- r{x — \ f + /•- [X— aj" -h . . . -h /* ' I
".

Ainsi la somme qui fàgme dans le second membre s'exprime par un d<.>

nos polynômes augmenté d'un terme en 1^. Ce résultat nous parait

nouveau; il justifierait une étude plus détaillée des polynômes ç„(a,).

VI.

Enfin, dans une dernière application, nous emploierons une suite

de polynômes qui sont les dérivées les uns des autres et qui sont des

cas particuliers de la série bypergéométrique. Pour que notre formule

fondamentale donne naissance à un développement infini, il est indis-

pensable que les dérivées des mêmes degrés soient égales pour t = o

ei t ~ i pour tous les polynômes employés. Cette condition sera rem-

plie si les polynômes sont les dérivées les uns des autres.

Considérons l'équation différentielle

(24]

x{i-x)^-h[i-h-n-hx{n^- h-\-k- 2)] '£

— n{n-i- h-+- k — i)j- = o.
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Cette équation admet comme intégrale le |)olynôme

25 ) r„ ^ ^^''^''}
,

x"^"
(

I - xT'~ X-"

{

I - x)-*,

OÙ l'on a choisi un coefficient tel que, clans le développement, le coef-

ficient de x" soit On vérifie sans peine, en différentiant l'équa-
I . 2 ... « ' '

tion (2/4), que la dérivée àe j,, satisfait à une équation qui n'en diffère

que par le changement de n en n — i. Ainsi l'on a une suite de poly-

nômes
;o ,/.,••• , Jn

qui sont les dérivées les uns des antres, le premier étant égal à i.

Si, dans la formule (aS j, on développe la dérivée /i"^"^ par la formule

de Leibnitz, on trouvera facilement, en faisant x ^= o, x =^ \, les va-

leurs de j',, dans ces deux cas. On a ainsi

h [h + l] . . . [h -\- n ~ i) (— r,"

r„ = ^
-,-, r\ n ~

r pour x ~ o,
.2.. . .n [h -i- k) . . . [Il -^ k -\- n — i

)

< f A- -;

, n I h

kik -^i)...{k-^n~<]
r„ = ; T- —, ; pour X

Enfin on reconnaît aisément, d'après tout ce que l'on sait sur l'équa-

tion différentielle (a4), que l'on peut |)oser

Jn = -T^-t'^r r r
" 3"-'

(1 - s)'-' ix - zf dz-^
" r[/i)r{ k ]r{/i - i]J^

*
' ^ '

Cette formule n'a toutefois de sens que si l'on suppose h et k positifs

ce que nous ferons dans la suite.

Elle montre que les polynômes de rang pair n'ont pas de racines

réelles
;
par conséquent, ceux de rang impair, dérivées des précédents,

n'en ont qu'une, évidemment comprise entre o et -+- i.

Enfin, pour compléter l'étude de ces polynômes, cherchons une

fonction génératrice. Or considérons la fonction

F = (jf -h u)"'' (i — X — u~''i

et développons-la suivant les puissances de u. Nous aurons

^md I .1. . . n dx"
I — Xi



3r2 G. DAREOL'X.

Posons u^ tx {i — x). On aura

F = X-'' (i - xy^ {\ + t — tx)-'' (i — tx)-*"

ou bien, en divisant par x~'' (i — j:)~*,

. n^ \{l+t~-tx)-\l-tx)-''=^y-^^X"^''(l-X)"^''4^X-\l-X)-''
(28) ^^1.1... Il

^ ' dx" ^ '

\ =ll"{n-hh+ k-\)...{h+k)y„.

Ainsi la fonction

[i -^ t— tx)-''{\ — tx)-''

est la fonction génératrice de nos polynômes.

Substituons le polynôme j'„ dans la formule (7) et, pour plus de

précision, faisons ^ = ^- = i. Cette formule deviendra

/{x + h) -f{x) =\y'[x)-^j'[x+h)]

(20) <
l'-^J ^

X [/" {x + h)-\- (- 1)« f"[x)] + R„,

Jo
dt.

Supposons II pair. On trouvera pour l'expression approchée du reste

La formule (2g) est sensiblement plus convergente que la série de

ïaylor.

Ou pourrait en obtenir de semblables en très-grand nombre.

mam^-^^^^S^
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Étude sur la théorie des résidus cubiques;

Pah le p. PEPIN , S. J.

1. Il n'est pas sans fruit de rechercher quelle a pu être l'origine des

grandes découvertes, comment l'esprit des inventeurs a pu s'y trouver

conduit par l'étude des travaux antérieurs. Quand même cette divi-

nation ferait connaître, non pas la voie suivie par le savant dont on

étudie les œuvres, mais une voie différente qu'il aurait [)u suivre, elle

n'aurait pas moins l'avantage d'exercer l'esprit d'invention et de ma-

nifester les liens cachés qui rattachent entre elles les diverses parties

d'une même science. Eu étudiant les points principaux de la théorie

des résidus cubiques, nous trouverons une formule dont la générali-

sation est le théorème fondamental du Mémoire publié par Caiichy

dans le Bulletin de Ferussac (1829) et développé plus tard dans le

tome XVII des Mémoires de l'y4endémie des Sciences. D'ailleurs, ce

résultat n'est pas le seul capable de recommander ce travail aux géo-

mètres; ils y trouveront, je l'espère, les théorèmes les plus remar-

quables de la théorie des résidus cubiques démontrés d'une manière

plus simple que partout ailleurs.

2. Soitp un nombre premier 3s7 -t- i. Nous désignerons par t une

racine primitive de p, et nous poserons /^EHEg(mod. /j), en sorte que

g sera une racine primitive de la congruence a-~^ i (mod. p). Tous

les nombres entiers non divisibles par p seront congrus respective-

ment aux termes des trois suites

(o) ., g, ii\ ..., r-''

(2) t-, t-g, t'g\ ..., t-g^-'.

Journ. de Math. (3' série), tome II. — Septembre 1876. 4^
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Nous appellerons résidus de classe (/) relativement au nombre pre-

mier p et à la base t celles des racines de la congruence x^~'^ii[\ï\od. p)

dont les indices relativement à la base t sont de la forme 3x -f- i; fous

ces résidus de classe (/) sont congrus aux différents termes de la

suite (/). Les résidus cubiques du nombre premier p sont donc pour

nous les résidus de la classe (o).

5. Nous adopterons pour les résidus cul)iques une notation ana-

logue à celle que Gauss a employée dans ses Mémoires sur les résidus

biquadra tiques; nous désignerons par la lettre u diversement accen-

tuée les résidus cubiques de /:>, par j3, |3', ... les résidus de classe (i),

et p;ir
'/, 7', ... les résidus de classe (2). Si nous ajoutons une unité à

chacun des termes a, c.\ a, ..., l'une des sommes sera /j, cav p — i

est résidu cubique de p; les autres sommes seront dos résidus de

classe (o), (i) ou (a). Désignons par », n' , n" les nombres des sommes

1+ « qui appartiennent respectivement à ces trois classes; ces nom-
bres sont égaux à ceux des solutions des trois congruences

{a) I -i- K + a'sEH o, i-+-a + S^;o, i -t- a -h 7 hss o (mod. />),

et ils vérifient évideuunent la formule

(4) \ -\~ n -{- n' -+- n" ^= 7r>.

Si l'on ajoute de même \\m unité aux résidus de classe (i), toutes les

sommes appartiennent à l'une des trois classes (o), (1) ou (2). Le

nombre des sommes égales à des résidus cubiques est évidemment le

même que celui des solutions de la congruence i -+- j'3 + «^ o ou

I + « + Ssso (raod. p); ce nombre est n' . Le nombre de celles qui

satisfont à la congruence (i -t- S) -t- €'^0 (mod. p) est égal à //"; car

la racine de la congruence aj*;' i (mod. /;) est un nond)ro 7, et le

produit 7j'5 est un nondjre «, en sorte que la congruence précédente,

multipliée par 7, devient 7 + a -+- i hs o (mod. /j), d'où l'on voit que

le nombre de ses solutions est if . Désignons par //, le nombre des so-

lutions de la congruence 1 -1- (3 + 7 ::ïs o (mod. p); on aura

ri -\- 71" -\- !l, = zs,



SUR LA THÉORIE DES RÉSIDUS CL BIQUES. 3l5

puisque chacune des v, sommes i -f- |J est un noml)re a, un nombre (S

ou un nombre y; et, en comparant celle relation avec la formule (4),

on déduit /z, = « + i. Ainsi les nombres de solutions des trois con-

ih) 1 -!-/3 + aEEso, 1 + ,6 -t- ,^'ss o, I + [5 + 7EEEE0 (mod./?)

sont respectivement n' , //', 11 + \.

Enfin, si l'on augmente d'une unité les termes y, les ^ sommes ob-

tenues satisferont respectivement aux trois congriiences

(c) i-f-y + KE^o, i-t-y + p^o, I -f- 7 + y'sEEo (mod.p;;

les deux premières ne sont qne la troisième des équations {a] et la

troisième des équations {h)\ les nombres de leurs solutions sont donc

respectivement ;t", n + \. En désignant par 7?o le nombre des solu-

tions de la congruence 1 + y + y'^ o (mod. p), on a

«"+ /i -r- I -1- ?i2 = ^1

et la comparaison de ce résultat et de la formule (4) donne «2= n'

.

Ainsi les nombres de solutions des congruences (c) sont respective-

ment 7î", «4-1, "'.

4. Proposons-nous de déterminer la somme des puissances d'une

racine primitive 5 de l'équation binôme x''= i, qui ont pour expo-

sants les résidus cubiques de p. Posons pour cela

^ = 25-', ^'=i5'-', i"=25"-"', (/ = o, r, a,...,?77 — i).

Nous aurons

j-= vgg'vjg'— i-^rjg'+s\ [i et /'=o, i, 2,..., CT — i);

or, parmi les diverses combinaisons des valeurs de / et de /', les unes

rendent l'exposant g'+ g'' divisible parp : ce sont les solutions de la

congruence
i — i'^^TS (mod. sr),

40..
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car

Or on peut donner à /' l'une quelconque des m valeurs o, i, 2, ...,

cr — I ; à chacune de ces valeurs correspond pour / une valeur unique,

déterminée par l'une deséqualions

i = \7S -\- i' ou / = a— \7û^

suivant que /' sera inférieur ou supérieur k h^v,. Les autres combinai-

sons des valeurs de i et de i! rendent l'exposant g' + g'' équivalent à

des résidus des trois classes (o), (i) ou (2). Le nombre de ces exposants

qui sont congrus à g' (mod. p) est le même que celui des solutions de

la congruence ^ " +0 " + i^ a + a + i ^ o (mod. pj : ce

nombre est donc égal à/z. Ainsi, dans notre somme double 22 J"'"*"^'',

tous les tenues 5^' de s entrent le même nombre de fois n.

Le nombre de fois que la même somme double s" renferme le

terme 6'=' est égal au nombre des solutions de la congruence

g'-i- g''£EH/g' OU i + g'~''+/g '^i + a + êsEo (mod. p ;

ce nombre est «'. De même le nombre des exposants g' + g'' qui sont

équivalents à un même résidu de classe (2) est égal à celui des solu-

tions de la congruence

I -t- g'"''-+- i^g * ^i -I- a -f- y^ o (mod. /?).

Ce nombre est «"; donc

(5) s^ = TT, -\- ns -\- n' s' -\- n" i"

.

5. En suivant la même mélhode, on trouve

(6) ss' = les'-^'s" = n's -+- 11" s'
-f- (n -+- i]s",

car aucun des exposants g' + tg'' n'est divisible par />, et le nombre de

ceux qui se réduisent à un résidu donné est le mémo pour tous les

résidus de la même classe, savoir n' pour la classe lO , Ji" pour la
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classe f i), et M -t- I pour la classe 12. Il est égal à 11! pour la classe o
,

car la congruenceg' + fg''^g' (niod. p) revient à la congrnence

i -h tg'-'-{- g ' HEsi-f- jS -f- «EEso i^mod. p).

Or le nombre des solutions de celte congruence est n' . On vérifie de

même les coefficients 71" et h + i de s' et de s".

Dans les équations (5) et (6), on peut remplacer par 5'; cette

substitution change s en s', s' en s" et s" en s. On obtiendra ainsi les

deux groupes de formules

s'- = 777 -+- ns -+ n' s' + n" s"

,

y- = 75 -H us' -+- 7i's" -h n" S,

f i"''= tt; -^ us" -\- u' s -\- n" s'

^

!ss' = n' s -f- 11' s' + [n + i)/',

s' s = n's" -+- II" s -+- (n -+ i}^,

s"s"= n's' 4- ?i" s"-+- {ji -t- i) s .

6. Considérons la fonction 0/, de Cauchy, définie par la formule

0A= 5 + ,'/5'+|0'-"^5'=+...+ p^P--^''6"-'-=:lp'''S"{i=:0,l,2,...,p-2),

où p est une racine cubique imaginaire de l'unité.

On peut l'écrire sous la forme suivante :

S;, — s -h p''s' -h p-''s".

Toutes les puissances de cette fonction peuvent se réduire à des fonc-

tions linéaires des trois sommes j, j', s" au moyen des formules (7) et

(8). Formons d'abord son carré :

0| = j'- + p-''.s''--h p''s"^-h '2p''Ss'-{- 2p-''SS"-h 2S's"

— [s- + 2S's") -h p-''{i'' -h 2SS" j
-+ p''\s"- + -iSS').

Or on déduit des formules (71 et (8)

s- -+ 2s's"= 3T 4- (3« -+- i)s -h '5n's' -h 'in" s",

s'- -+- 2s"s = w + (3« + 2)s' -h 3n's"-h 3n"s,

s"'--+- 2ss' = w + (3« -h i)s"-h "in' s •+- 'in"s
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On a donc^ eu égard à la relation i + ,o'' + p'-'' = o,

(9; 02 = (3n + 2 + jn'o''+Zn"p-''){s + p'"'s' 4- o''s") = R^,;,©»/,.

Dans toutes ces formules, h est supposé non divisible par 3; il nous

suffit de lui attribuer les deux valeurs i et 2, ce qui donne

02 = R,,0,, 02 = R,^0, et (0, 0o)==^R,,,Ro,o020,.

D'ailleurs ©4=0,; on a donc

0, 0, = R, ,R2,„.

Or SI 1 on prend p = » on a

R,,, = i[6/î + 4 - 3(«'+/i") -f- 3s/^^^«'- «")],

R2 2= i[6n H- 4 — 3R'-f- n") — 3\/— 5' n' — n"'],

(10) 4R, , R, 0= [6/2 — 3(n'4- ?/"— 1) -h i]-4- i'j[n' — n"f.

D'un autre côté,

0, ©2 = (j- -H oi' + p-s"){s + f/-.y'+ pj")

^ s- -\- s'- + j"^ — ss' — 5/' — /y
= 3^7 — \y H- y + j"; = 3tr + I = p.

On déduit donc de la formule 10) et de l'équation 0, 0o = R,,, R2.2

(il; 4/^ = [6« — 3(«'+ /'" — i) + i]"+ 27(«'— n" f.

Posons

1 1 2) 6 « — 3 (// 4- «"— I j
4- I = L, n' — n" = M

;

L- et M* sont connus au moyen de l'équation indéterminée

(i3) ^ip = L-+ 2-]M-,

qui n'admet qu'une seule solution en nombres entiers et positifs. Le

signe de L est déterminé par la congrucnce L^^i (mod. 3 ; celui de

M reste indéterminé, et l'on reconnaît aisément que cette indétormi-
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nation est nécessaire, puisque le changement de la bnse t suffit pour

échanger entre elles les deux classes (ij et (2), et conséquenitnent les

deux nombres «', //". En ajoutant aux relations (12) l'équation (4 ,

on trouve

, ,, » + L —

8

, 2/.- — 4 — L+qM „ o.y, _4_L — oM
' '

() 10 10

7. Jacobi a donné une expression curieuse du nombre L, analogue

à celle que Gauss avait donnée pour la racine du carré impair, dans

la décomposition unique d'un nombre premier [\x + i en une somme

de deux carrés. On arrive aisément à l'expression de Jacobi par une

méthode analogue à celle que Gauss a employée dans ses Recherches

sur les résidus bicjundratiques [JVerke, t. II, p. 88).

Si, dans les deux équations

(i H- af^ = I ^- a" + Ikir/, (/= r, 2,.... tô ~ i),

(i + «/-= I + a"-"+
^:^-^^:r.-j. ^r^^s^^t^ ^Aiu',

^ '
l . 2.0. . .CT

i= I, 2,..., -^
1), (/= Z? + I, E7 + 2,..., 2rô

nous égalons a aux tû résidus cubiques du nombre /?, et que nous

ajoutions les résultats membre à membre, pour chacune des deux

équations, en nous rappelant que 3a'(!Z = i
, g', g^,...) est un multiple

de p pour toutes les valeurs de i non divisibles par —, et qu'on a

a'^Hsa^'^ssi (mod. p),

nous obtiendrons les deux relations

2(i + aT^2rP, 2(1 + a)-''Es 2W 4- 577-^

—

„" ' " (mod. o).

D'un autre côté, nous avons vu que, parmi les -m valeurs de la somme

I -1- a, une seule est divisible par p\ u, «', n" sont respectivement fz',

ty.', t- u' ; on s^ donc

I' i + «/^EEEE/i-h/i7^4-«"/-'', 2(n-a)=''EEHrt + n' t-"^
-\- n" L^ (mod.;>};
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par conséquent les trois nombres «, ii\ ii'' seront déterminés par les

formules

/ n + n' -(- n"= trr — i

,

^
i , „_ „ ^ I.2.3...2ni , , ,

f II -f- /i i-''-|- « i'^ss 2?ô + J^ 5 ; (mod. p).
\ ^

I . 2 . 3 . . . CJ = ^ ' '

Si l'on pose t~'^ r (mod. p), r sera une racine primitive de la con-

grueuce x' ^i ( mod . ^) ; on a donc

1 -h t" -^ t'-^ ^E ï + j' -h r- ^^ o (mod. p),

en sorte que l'addition des formules (i5) donne

o«^o?û — i + stII imod. p, ou n = ;;
>

OU bien, en multipliant par 3 et remplaçant 3^ par — i,

972EEB— 8 — Il (mod. /j = 3t + i).

En comparant ce résultat avec la première des équations 114), nous

trous'cns

I.^— n (mod. p .

Comme le nombre L est compris entre — Ip et ^p, et qu'entre ces

limites il n'y a qu'un seul nombre congru, suivant le module p, à

— n, ce résidu unique est la valeur de L, et l'on conclut de l'équa-

tion 9/2 -T- 8 = p + L que ce résidu divisé par 3 donne pour reste i

.

Nous obtenons ainsi ce théorème de Jacobi :

Soit p un nombre premier 3r^ -\- i, et posons

4/5 = L"-r- 27 AI-,

ce qui est toujours possible d'une seule manière; L sera le résidu mi-

nimum compris entre — ô/j <^^' 2P '^^^ nombre

0-4-1.0-4-2. ..2a

I . 2 . . . o

divisé par p, et ce résidu, divisé par 3, laisse toujours i pour reste.
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Les formules 'i5i) peniiettenf de déterminer le signe de M en fonc-

tion de la base t du système d'indices relatif au nombre /;; si on les

ajoute après avoir multiplié la deuxième par i-'" et la troisième par t^'

et en ayant égard à la formule i ^- ^"H- ^-''^e^o (mod.p), on trouve

3«'sE^(w — i)— 2trT -r Tjrrn (mod.p),

ou bien, en multipliant par 3,

9/2'ES— /[ 4- 2 — /TIîs; - (2 -I- C^W) (mod. p).

La comparaison de ce résultat avec la deuxième des formules (i4)

donne, pour déterniiner le signe de M,

(16) 9M=s(iH-2r)L (mod./j),

car ce signe est la seule inconnue de cette congruence.

8. Les formules (7) et (8), jointes à l'équation j + ^ + j"— — i,

déterminent les coefficients de l'équation du troisième degré dont les

racines sont les trois quantités s, s', s"; l'addition des formules de

chaque groupe donne d'abord

s'^ -t- s'^ -h s"- — '^Tû — {n -H 7^' + n") = -nr. + \^

ss' + i^'i" + s s — — («' H- n -\- « + i) =- — 7^
;

puis l'addition des équations (8), multipliées respectivement par s"

,

s, s', conduit aux équations suivantes :

'iss's" = [n' +- n") {ss' -h s's" -+- s"s) + (u + i) (i" H- s'- -+ s"-)

— (ara --1- i) [?i + 1)— OT {n' 4- 71") — [n + i) p — ^'^

La première des formules (i4), /z H- i = ''-

étant combinée

avec cette équation, on trouve

, „ » H- L -)- I {/> — lY /? ( L + 3 ) — I

ss s ^ = •
•

27 27 27

Jotirn. (le Math. (3' série), tome II. — Septemoke 187G. 4 '
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On a donc

{x — s) [x — s) [x — s )
— X^ -h X- — -^— X — = o

.

En posant ^= 3j: -i- i, on obtient l'équation plus simple

{17) j^ - 3 07 - /jL = o,

dont les racines sont les trois quantités

I -1- 3j, I -1- 3.?', I 4- 3/'.

Du reste, les équations du n° 6 fournissent aisément ces racines. Des

deux équations &\ — K,.|02, 0, ©^ = /?, on déduit d'abord

0?=/îR,.,, e, = {~p{K^, et 0o=:^0J.

En ajoutant les trois équations

s — s' — s" -- — \, J + p' H- jS- s" — Q^, s -r- y s' -f- os" — ô— 0'i

.

on obtient la formule

3j -r r = 0, + 0, =^ 0, -H ^ 0J,

qui représente les trois racines de l'équation (17), à raison des trois

valeurs du radical cubique 0, =i\pR,
, .

Pour donner une forme réelle à ces racines, qui se présentent ici

sous une forme imaginaire, il suffit de calculer l'angle auxiliaire 9

déterminé par les formules

L=2\pcosç;, 3v 3M = 2\/)sinG ;

on aura

„ L -H 3 V— 3 M - - , , . . ,

R,,i ou = Vf cos(2Ar;r -)- ^) -i- ism 12A:- -f- çjj,

I -t- 3^ = 2\pC0S 5 ^i
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celte formule n'a que îrois valeurs distinctes qui correspondent anx

valeurs o, i et 2 de k.

Le point délicat, dans celte sohilion, est de déterminer celle de ces

trois valeurs qui convient à la somme -h 0' -]- 0' -h . . . -^- 0'
,

dans le cas où désigne une racine déterminée cos— -i-Zsin —^ de

l'équation ocP = j . M. Kinnmer s'est occupé de ce problème dans le

tome XXXII du Journal de Crelle [De résidais cnbicis disquisilinnes

nnjviuUœ, p. 34 1)» où il ramène la question à celle de déterminer les

signes et les grandeurs relatives de trois nombres «î, m', m" définis

par les équations

où a, /3, Y désignent ceux des termes de la suite 1, 2, 3,..., qui

appartiennent respectivement aux classes (o), (i) et (2), définies plus

haut (n" 2). Il reste encore à trouver un moyen pratique de calculer

les sommes 2(Z, 1^ et 1'/.

î). Gauss a obtenu, avant Jacobi, l'équation (11). Il l'a déduite de

la relation

(
1 8) n- -+- n'- -r- 7i"' -+- rt — (n + j) (/«' + n" )

— 71 n" =. o,

obtenue en exprimant de deux manières différentes, au moyen des

nombres ji, n, n", le nombre de solutions de la congruence

1 + a -)- ê + Y^ o ('"od. />). Celle relation se déduit aisément des

formules (7) et (8), en réduisant le produit ss's" à une fonction

linéaire des sommes s, s' et s" ; on trouve successivement

SS' = — (/Z -4- l) + {lî —71 — I ) J' + (""— « — !)•»''

SS's" = — (/Z + \)s" -+- [/l' — Tl — l) [il's" + II"S -f- (/2 + l)/]

-i- [il" — n — i) [}i' s' + 7i"s" -+- [71 -\- \) s'I

— \ii' 7i!' — {n -^ \)-\[s -^ s')

+ \7l! [il' —71 — I ) -h 7l" [il" — 71 — I )
— (rt -t- I ")] s".

Comme dans cette équation désigne une racine primitive quelconque

de l'équation x'' = \, on peut, sans qu'elle cesse d'être vraie, rem-
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placer 5 par 6^, ce qui revient à faire la substitution circulaire [s, s', s");

on a donc

ss's" = [n' ?i" — [n -{- ])-] {s' -+- s")

-f- [n" {n' — n — \) -+- n" {ii" — n — i) — {n ^ i}] j.

La comparaison des deux expressions du produit ss's" donne

(.y — s") [{n -H f)- -h 7^'-+ n"" — (// -4- i) (n'+ n" + j) — n' ?i"] — o.

Comme on n'a pas s ~ s" =^ o, puisque l'équation (17) n'a pas de

racines égales, il faut que le second facteur soit nul ; on obtient ainsi

la formule (18). Pour en déduire l'équation (i i), il faut, après i"a\oir

multipliée par 36, l'ajouter membre à membre à l'équation

12 (« -t- n' + ti") + 16 = 4^5

et appliquer au résultat la méthode de décomposition en carré

10. Dans une Note publiée en décembre 1874» dans les Comptes

rendus de VAcadémie des Sciences, les valeurs des nombres /i, n' , n",

données ici par les formules (i4)i 0"t été obtenues au mojeu des rela-

tions qui y sont établies entre ces nombres et les coefficients ûq, a,, a.^

de la fonction R, , de Caucliy mise sous la forme R,_, = a„+ rt,,o -{-n.,û'-.

Nous les avons obtenus ici directement en appliquant pour la déter-

mination des sommes s, s , s" une méthode analogue à celle que

Vandermonde a suivie pour la résolution de l'équation x" = i. Cette

luéthode nous a donné les deux formules

e,0_, =/^, e/,0, = Rv,0,„

qui, généralisées, deviennent les formules fondamentales des recher-

ches de Cauchy et de Jacobi sur les applications de la théorie des

fonctions circulaires à la théorie des nombres, à savoir

e, e_;, = 1-1 /'- p, e, q, = r,,, e,,.,*.

Ainsi Cauchy a | u trouver ces formules en cherchant à simplifier,

ainsi que nous venons de le faire, la manière dont Gauss obtient les

sommes .?, s', s" à la fin de la se|)tième Section des Disquisitiones. Cela

explique aussi comment il s'est rencontré avec Jacobi.



MOUVEMENT SIR t NE SIRFACE.

Des surfaces sur lesquelles un point peut se mouvoir

suivant une certaine loi;

Par m. a. DE SAIXT-GERMAIN,

Professeur à la Faculté des Sciences de Caen.

Considérons un point matériel M, de masse égale à l'unité, sollicité

par une force F dont les projections sur trois axes rectangulaires sont.

u élant une fonction donnée de x, )', z,

Y (II' -IT (fit rj du

dx dj dz
'

l'équation u = const. représente une surface de niveau dont l'inter-

seclion avec une surface quelconque S peut être appelée ligne de ni-

veau sur S. Je me propose de déterminer cette dernière surface, de

manière que le point M, obligé de rester sur elle, et abandonné sans

vitesse initiale à l'action de F, décrive toujours une trajectoire C ortho-

gonale à toutes les lignes de niveau; si, par exemple, M n'était sollicité

que par la pesanteur, il devrait tomber sur la surface cherchée suivant

une ligne de plus grande pente.

Désignons, selon l'usage, par/?, q, r, s, t les dérivées partielles de r

par rapport à x et à r, que fournirait l'équation de la surface S; le temps

n'entre pas explicitement dans nos calculs, mais les dérivées des di-

verses variables par rapport à lui seront représentées par des lettres

accentuées. Les équations du mouvement de M ont une forme bien

connue :

x"=X + Ip, j" = Y + y.q, z" = Z — X.

En un point quelconque \ de la trajectoire C passe une ligne de ni-
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veau H dont !a tangente AB est perpendiculaire sur la normale à S,

AN, et sur la direction AP de F; si donc a, p, 7 sont les cosinus di-

recteurs de AB, nous aurons

px -^ qf^
— '/ =^ o, aX + j5Y -r- 7Z = ;

d'où

^- ' yZ-i-ï — X — pZ //Y — lyX

].a tangente AT à la trajectoire C doit être perpendiculaire sur AN
et sur AB; donc

(2} /Ar'— qr' — z'= o, {qZ -+-Y) x'— (X -h pZ) y' + [pY — q\ z' = 0.

La dernière de ces équations, différentiée par rapport au temps,

donne

{qZ + Y)x"— (X + pZ)f' + {pY - qX) z" ~ Xz'{sx' -^ tf)

-4- Y z'{rx' -i- *7')-i- Z[s{x-'- — 7'-) 4- (< — /)a?'j']

rlY , f/Y , r/Y\

1^ dz

„ / , WZ , f/Z , rfZ\+ {qx -
z;;- j

^x
,77
+ J ;7^

+ 2 -
j
= ().

Si Ion ajoute membre à membre les trois équations du mouvement,

multipliées respectivement par (/Z -+- Y, — X — pZ, pY — qX, on re-

connaît que la somme des termes en .r", j'" et s dans l'équation (3)

est nulle; les autres termes forment une fonction liomogènedu second

degré en x', y" , z'; on peut y remplacer ces dérivées par des quantités

proportionnelles tirées du système (2),

^n- /;=-«- ,y-^x — />n/>A.-i- 7Ï— Z; ^1 -f- />-'-<- y') Y — 7(/vX-)-çY-+-Zj

' («+f'-*-*')Z+/'X + yY—

Z

Kn faisant après la substitution quelques transpositions de termes,

riinplaranl pY — qX par p(Y -+- qZ) — q {X -h pZ), enfin, en divisant
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par (i + p- + f/-;-, nous pourrons écrire l'équation ( "i de la manière

suivante :

: ,^ ^,^W'^x ^/Z\^ A/X r/Z\ /,/X r/Z\

r ^ ^, (dx <iz\ fcix fiz\ ,/\ dzi,
X [rX +.Y-H /,(_+/,_) + fy(^- +P-) - -

-/;-J|

î =(^-/'Z^!(S-7S)x-...+^^^y^(.x^,Y_zr...j.

c'est l'équation aux dérivées partielles du second ordre qui re-

présente la surface cherchée; sa forme met en évidence l'intégrale

première. Je fais, pour abréger,

I 4- /^^ -f- <7^

V est exprimé comme u en fonction de x,f, z; mais, pour les points

de la surface S, z dépend de x et de j, u et V deviennent fonctions de

ces deux seules variables, et c'est à ce point de vue qu'on peut les con-

sidérer dans l'équation (4); je prends la caractéristique J pour dési-

gner dans ce cas les dérivées partielles, qui sont liées aux dérivées

partielles prises en regardant x, j, z comme indépendantes, par les

relations
;^n rfii fin lui rhl riil

"ix
~~ dx ' dz ^y dy ' dz

et de même pour les autres variables; on se rappellera que X, Y, Z

sont les dérivées partielles de u par rapport 'a. x, y, z et qu'on a, par

conséquent,
d\ _ dZ dZ _ dX (TX _(££,
dz dy dx dz dy dx

on voit alors que l'équation (4) revient à la suivante :

:\ii àV _ au àV

i>Y dx dx dy

V et II dépendant tous deux de .r et j ont leurs dérivées propor-
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tionnelles; l'une est une fonction arbitraire, y, de l'aulre, et en mettant

dans V, X-+ Y-4-Z- en (acteur, on pourra écrire l'intégrale pre-

mière de l'équation (4)

Cette équation ne peut être elle-même intégrée généralement, mais

elle donne une propriété géométrique des surfaces S. Soit / l'angle de

la normale AN au point quelconque A avec la normale AP à la sur-

face de niveau qui y passe; l'équation (5) revient à

6) ^ X- + Y- -f- Z- sin/ = F siu/ = \ '->(«);

le sinus de l'angle sous lequel une surface de niveau coupe S varie

aux divers points de la ligne H d'intersection en raison inverse de F

ou du paramètre différentiel du premier ordre de la surface de niveau.

Appelons A' et A" les points où la surface de niveau infiniment voi-

sine rencontre la normale AN et la trajectoire C; on a

AV^ ^' _ , AA"r=:^-,

l'équation (6) exprime que la longueur analogue à AA" est constante

tout le long (le H; deux lignes de niveau infiniment voisines intercep-

tent des arcs égaux sur toutes leurs trajectoires orthogonales C, et celles-

ci sont, d'après un théorème connu, des lignes géodésiques sur S. Ou
aurait pu établir directement cette propriété et en tirer les équa-

tions (6), (5) et (4) par la marche inverse de celle que j'ai suivie.

Pour démontrer que C est une ligne géodésique, je remarque que la

tangente Aï à cette courbe, la normale AN et la direction AP de F,

toutes trois perpendiculaires à AB, sont dans un même plan; F peut

se décomposer en deux forces, l'iuie suivant AT, qui produit l'accélé-

ration tangentielle, l'autre suivant AN; cette dernière et la réaction

de la surface S sur le point M ont même direction, et, comme leur

résultante donne l'accélération centripète de M, la normale principale

de C et la normale à S sont confondues.

Quand on connaîtra S dans un cas particulier, on aura ses lignes
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de niveau et leurs trajectoires orthogonales; le mouvement sur l'une

de ces dernières se déduira de l'équation des forces vives

Je donnerai quelques exemples très-simples des surfaces que je

viens de définir.

Supposons le point M attiré vers l'origine O des coordonnées par

une force F qui dépende de la distance. TJne surface de niveau quel-

conque est une sphère dont le centre est en O et sur laquelle F a une

grandeur constante; cette sphère coupe S sous un angle constant ; 6),

et le théorème de Joachimstahl permet d'en conclure que l'intersec-

tion est une ligne de courbure de S. La surface cherchée admet un

système de lignes de courbure situées sur des sphères concentriques;

voici un calcul simple qui permet d'en déduire le second système de

lignes de courbure, situées, on le sait, dans des plans qui passent

en O. Je désigne par cl et o les variations que subit un élément quand

on se déplace, soit sur ime ligne du premier système H, soit sur une

du second C; l'équation des lignes de courbure et une combinaison

de fractions donnent

Sp Sx -h p Sz Sx + pSz-\-zSp s [x -'i- pz)

3q 3y -^ q Sz Sy + qSz + zSq S[y-k-qz)

Ollinde Rodrigues a remarqué que f = — -j--, d'ailleurs —- est égal

au rapport - défini par les équations (i), où X, Y, Z sont proportion-

nels à jc-, }, z; donc

S[x + pz]

S[y -+-qz)

rly
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s'enroulerait sur un cône qui a son sommet en S. Un cas particulier

est celui des surfaces sur lesquelles un point pesant tomberait tou-

jours suivant une ligne de plus grande pente; elles peuvent être en-

gendrées par une courbe plane dont le plan s'enroule sur un cylindre

vertical.

Soient, en second lieu, X — Rx, Y = Rj, Z = o, R étant une fonc-

tion donnée de la distance p à l'axe des z. Les surfaces de niveau sont

des cylindres de révolution autour de OZ, et l'équation (5) peut, en

désignant pary"nne fonction arbitraire, être mise sous la forme

I + /J- + f = {px + qj)-/\p);

en remplaçant .r et j' par p cosO et pa'inO, cette équation se trans-

forme dans la suivante :

i)V[r-p7^:p)]g)Vr = o.

J'obtiens une intégrale complète de la forme z = iJ>(Ô) -l- w(p), en

posant

f(5) = a, [p^J{p)-p^-]^'{p) = a-+p\

d'où

J p V pvip)-i

a et b sont des constantes ; nous avons un héliçoïde dont l'axe est OZ.

Si l'on chercbe son envelop|)e en liant a et b par une relation arbi-

traire, on aura la forme générale de S; pour « = o, on a des surfaces

de révolution autour de OZ.

Supposons enfin que les surfaces de niveau soient des plans passant

par OZ, et que les arcs de trajectoires compris entre deux de ces plans

dont l'angle est donné aient une longueur constante, on trouve, avec

les notations du paragraphe précédent, l'intégrale coinpièlc

z = b -{- aO +H"^^-'
c'est encore un héliçoïde dont l'enveloppe représentcja l'intégrale de

l'équation (5).
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Résolution de Véquation indéterminée y^ — ax^ = hz

en nombres entiers;

Par m. Sigismoxd GUNTHER,
Privat-docent à l'École Polytechnique de Munich.

La méthode ordinaire pour la résolution des équations indéter-

minées du second degré prend pour base le développement connu

d'une expression irrationnelle x en fraction continue

^ = «0 H-

Mais on sait qu'il y a aussi un autre procédé qui conduit au même but,

si l'on pose avec Cataldi

\Ja- 4- « =^ fl +

Nous proposons d'étudier les propriétés de cette forme plus simple

qui s'appliquent à la solution de la congruence

(i) y-^ax'^ [\noà. b).

1. Considérons la fraction continue

aK=

42.
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et désignons par Q, le dénominateur de la /'""^ fraction réduite de K.

On a la relation assez connue [*]

Q.„

iti \a o

\a 211 \a

o \a 2u o

2u \a o

\a 2ii \a

o \a 2 Uj^„„)

où l'indice du terme 2u indique seulement l'ordre du déterminant.

Additionnant à la q"'"" série horizontale {q^n) la (an — q + \)'""% on

obtient

Q:„=

lu
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{2/1 — q -h i)'"'"^, on trouvera, d'après le théorème de Laplace,

Q2,.= -
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La division par l'expression [\{ii- — a) nous conduit à l'identité

2 y/'u^ — a L 1 ^JW— a J

[

(t< + y/«'— a)° — («— y/a'— a)"T^

2 y/a'— a J

ou encore, comme on le voit aisément [*],

2. I.a comparaison de cette équation avec (i) nous montre qu'il

faut poser

j=Q,„ x = Q„_., bz = q,„.

La valeur u jusqu'ici est inconnue, et il faudra maintenant résoudre

en nombres entiers l'équation

(3) Q,,,^'^^.

Or on a, comme on a vu plus haut,

Q.«
2 ^ m'— a

et, par conséquent, l'équalion (3) se transforme comme il suit :

. . [u + y/»'— a)'""^' — (a — y/ïï^-^)"+' _
y

2 ^a' — a

où è est le symbole connu introduit par Crelie pour désigner un

nombre entier quelconque divisible par b. Le binôme nous conduit

f*l Comparez, au besoin, la Note éiéinenlaire c|iii suit l'article de M. Gùnther.
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enfin de l'équation (4) à la forme développée

r/.'\ _ <.(« - !)((, — 2i...f«- »+i) i

On regardera comme inconnues, dans cette cqnalion, les denx

nombres u et n, et la discussion complète exigera la distinction de

plusieurs cas séparés.

5. Soit d'abord a multiple de è, par exemple, a= M^. Alors il

suffira évidemment de faire u — Mbu' {u' arbitraire) pour satisfaire à

notre condition; d'où ce théorème :

1. Pourvu que le coefficient de y- soit = M x le coefficient de z

{le moflule) et u un nombre quelconque entier et positif, la congruence

j^^ax"^ (mod. h)

a pour solution certains dénominateurs des réduites de la Jraction

continue

car on trouvera, pour Véquation

y- — ax^ = hz^

les valeurs

" = ^Q2«' J=Q«. •^ = Q„-..

m' et n représentent des nombres entiers et positifs quelconques; on a

deux séries de co valeurs satisfaisant à notre congruence.

Exemple. — Soit proposée l'équation

_y" — 4 -a^' = 2 z, rt =: 2.2, i — I . 2, M = 2.
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Si l'on pose ii'= 3, il faut considérer la fraction continue

4

d'où l'on déduit les valeurs (// = 2),

z='-Q... = g5i2, j=Q, = i4o, jr==Q, =12

On peut vérifier, en effet, l'identité

i/|0- — 4 . 12- = 2 .9512.

4. Tous les autres casse ramènent à la résolution de la congruence

quadratique

u-^a{mod. b).

On sait que ce problème se trouve résolu dans les Disqiiisitiones

arithmeticœ de Gauss, et nous pouvons donc le supposer connu ; nous

nous contentons de résumer celte solution comme il suit.

La congruence proposée possède des racines, si l'on peut regarder a

comme résidu quadratique de b. Or soit

h = i'"s"l'', ...,

où Ton entend par r, s^ t, ... des nombres premiers quelconques

(i et 1 inclus); alors le nombre a est toujours résidu quadratique de

b, si l'on a [*]

rtRr, aWs. alAt...

Naturellement, il y a aussi des cas où la congruence ne possède pas

une seule racine; si /;, par exem|<le, est un nombre premier satisfaisant

à la congruence
b—l

rt ' ss— I (mod. b),

[*] La notation oRr sij^nific, dans Gatiss, n résidu (|uadrali<|iie de r.
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il est impossible de trouver un nombre tel que

«^ — rt = b.

Mais, en général, nous supposerons qu'il existe k racines

Nous prenons ici le mot racine dans le sens déterminé deGanss;

mais il est clair que chaque valeur

Ui rh mb

satisfait également à la congruence ir^^a (mod. b).

îi. Soit d'abord é impair = 2C + i; alors on voit que toute ex-

pression de la forme (p arbitraire)

2/5 — l) \1C +
p

'^][p< (2/^-1)^2^ + 1)]

est divisible par b, et l'on arrive au théorème suivant :

II. La congruence

j'^^ax- (mod.2C-f-i)

peut être résolue dès qu'on connaît le dénominateur d'une réduite d'in-

dice

(2/) — l)(2C + l) — I =2

de lafraction continue

lUi- [wf E^rt(mod. ic + 1)]

On obtiendra, en effet,

= ^Q(2p-l)(2c+l)-M 7 = Qxt(2p_,)(2c+l)-ll, JC = Q.X = Vlr,5„_it(2p-l)(2c+()-l]-l-

Journ. de Muth. (3' série), tome H. — Octobre i8;6. 43
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Exemple. — Soit proposée l'équation

J--
— f\x'- = 5r. = (2. 2 + 1)3.

Comme 3- — 4 = 5, on peut poser ?^, = 3, d'où l'on déduit la frac-

tion continue

4

En posant p -- i, nous trouvons

: = gQ5-,==gQ. = 176, j»-r=Q, = 32, J7 = Q, = 6.

On peut vérifier, en effet, que

32- — 4-6- = 5 . 176.

6. Supposons à présent h pair. Alors il faut distinguer deux cas

spéciaux, selon que l'on aura b d'iuie des deux formes

2-'"(2C+l) OU 2-'""^' (2f -+- 1),

OÙ m et c sont des nombres entiers et positifs quelconques. Le cas

b = 2 ='"(2C+ i)

est immédiatement réductible, puisque l'équation

r" — ax- := bz — 2-'" (2c -!- i) z

se transforme de cette manière :

ou, si l'on introduit les inconnues nouvelles j' et x\

y'- — ax'' = (2c + \)z.

Exemple. — Si noiis avons l'équation

jr"^ — 'j X- — 48z = 2'(2 . I + l)ï.
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nous la réduisons à la suivante :

y--7J?'-= 3z,

el, puisqu'on sait que 7 est une racine de la congruence

u-^ 7 (mod. 3),

ou peut prendre la fraction continue

4- '

La substitution p ^^ 2 nous donne les solutions

z = iQ,= 3781 35891. /=:Q, =34349, j:' = Q, = 2548,

el nous pouvons vérifier l'identité

137396- — 7 . 10 192- = 48. 37 81 35891.

L'étude du cas contraire, où

b = 2="'+'(2C-h i),

conduit à un résultat partiellement négatif; car, en appliquant la même

méthode de transformation, nous réduisons l'équation

j- — ax- — bz=: a"'"-*-' {2c -h i)z

à la forme plus simple

j'' — ax'- = 2 (2c + i)z,

et l'on voit sans aucune difficidté qu'il n'est pas toujours possible de

résoudre celte écfuaîion par notre méthode; car, si nous considérons la

formule (5), nous trouvons que le dernier terme («- —a) n'est divisible

par b que dans ces deux cas :

a impair, «impair

a pair, u pair
II- —- a =^ %.

43.
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Dans le premier cas, il n'y a pas de solution, parce que la somme

( 3
j"="-/'^-«)-+--+(,„_^, )("--«)"

est divisible par 2, mais non le premier terme (2« -t- i)u^", qui est

toujours un nombre impair. Pour le deuxième cas, on peut se servir

de la remarque suivante. Le nombre Ui = 2u\ , comme on le suppose,

est toujours pair. On fera donc

2« + I = (2/5 — l) (2c + l), [/>=l],

vl l'on obtiendra

[211 + 1) 11^" = (2/J — i; 2C + i] 2^";/-"= [2(26' -i- ijj.

Exemple. — Si nous avons l'équation

y' — 6x- = ioz= 2(2.2 -r- i)s,

nous trouvons d'abord la racine ?/, = 2«', — 2.3; prenons alors la

fraction continue
6

fa

12 —
12 —

les dénominateurs des réduites nous donnent, pourp = 1 , les valeurs

z=

—

Q4=i8i8, j-^Qg=i38, j: — Q, = i2.

Voici la solution complète que l'on obtient ainsi :

i38- — 6. 12- = 18180;

et de plus deux autres relations équivalentes :

69-— 6.6^— 4545;

23" — G. 2-= 5o5.

Maintenant nous pouvons regarder comme finie la discussion de

tous les cas possibles de la congruence proposée.
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NOTE.

La valeur de Q„ et la formule fondamentale

Q,„^Q=- «Q/,_,

peuvent s'établir d'une manière élémentaire, comme il suit. Posons

^u^— a = V, «-+-»>= .1, Il — (' = d,

ce qui donne

3 M = i + rf, :iv =^ s — il, a ::z: u'— v-^ ds.

On trouve immédiatement

Q,zzz 2.U — s -h d^z ,

s — d
.ç3 — d'

Q2 = 4"'— « = 1' -i- zds -{- d'— ds ^ — >

Q^ =z ^^ u'— a) 0. Il— a.2u =^ j
•

Ces valeurs font pressentir que la loi est générale, ou que l'on a

.<;"-' — d"~' s"— d"

^"-' = -7:1-^-' <2"- = 7:rT' ••••

En effet, on déduit de ces relations et de la formule

Q„=: 2«Q„_, — flQ„_2

la valeur

-hd'\l s" —d'] — sd ' s"- ' — d"-'] .9"+ ' — d"+ '

Q,r
s — d s — d

Une fois ce résultat obtenu, la vérification de la formule fondamentale se fait par

un calcul très-simple, identique au fond à celui qui termine le n° I de l'article de

M. Guntlier.

P. Mansion.



342 H. RESAL.

Note sur les petits mouvements d'an fluide incompressible

dans un tuyau élastique;

Pau m. h. RESAL.

M. Marey a publié, en iSyS, un Mémoire des plus inféressnnts inti-

tulé : Mouvement des ondes liquides, pour servir à la théorie du pouls.

Dans son Mémoire, le savant professeur donne une relation des expé-

riences qu'il a faites sur le mouvement d'un liquide dans lui tuyau

élastique, et il arrive à poser plusieurs règles relatives à la manière

dont les ondes se propageut. Dans cette Note, je n'ai pas d'autre objet

que de justifier par l'analyse une partie des résultats auxquels M. Ma-

rey est arrivé.

Soient

p^ la pression extérieure censée constante qui s'exerce sur le tuyau
;

a>o la section intérieure du tuyau à l'état naturel ;

Ro le rayon de cette section;

p, w, V la pression, la section et la vitesse, au bout du temps t, cor-

respondant à la longueur s de l'axe du tuyau, mesurée à partir d'une

origine déterminée et au rayon intérieur R;

r. le poids spécifique du liquide;

e l'épaisseur du tu\au;

E le coefficient d'élasticité de la matière dont il est formé;

'Neds la tension normale développée dans la section faite dans le tuyau

par un plan mené par son axe et limitée |)ar les deux plans nor-

maux au même axe correspomlaut aux arcs s et s + ds.

Je supposerai que les rapports ^ - —^sonl assez petits pour qu'on
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puisse en négliger la valeur devant l'unité. En exprimant que la por-

tion du tuyau déterminée par un plan méridien et les deux plans nor-

maux ci-dessus, distants de ds, se trouve en équilibre sous l'action

(les pressions et des actions élastiques développées dans les sections

méridiennes, on reconnaît facilement que l'on a

aNe^i -— 2R (/> — /?„ ,

d'où

c

mais, si X désigne la dilatation qu'éprouve la matière du tuyau tangeii-

tiellement à sa ligne méridienne moyenne, on a

N =.- EX,

d'où

. R (/^ — p, I
.

«p niip —
R»

mais il est visible que X n'est autre chose que

—

-—"-, de sorte que l'on

peut écrire

(i) w = w„ + 2r:R„.R„X = w„ |^i H-- \^{p — P«i\-

Dans ce qui suit nous négligerons la pesanteur, ce qui revient à su|)-

poser le tuyau horizontal ou sensiblement horizontal ; nous suppose-

rons de plus que la vitesse du liquide est assez petite pour qu'on puisse

négliger sa seconde puissance et son produit par la dilatation X.

L'hypothèse des tranches doiuie la même équation aux différen-

tielles partielles

^ ' de t: ds

que si le tuyau était indéformable.

Dans le temps r/^ il passe par la section w le volume liquide wvdt,

et par la section qui est distante de ds le volume wvdt -\—'— dtds; il

est donc resté entre les plans de ces deux sections le volume — -r^dtds.
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qui a produit l'augmentation de volume ^ dtds. Nous avons donc

dtù V fi(a

d'où, en développant et ayant égard à la relation (i) ainsi qu'au degré

d'approximation convenu,

^^J (U
~

^e dt

si l'on élimine /j entre les équations (2) et (3), on trouve

f/2,. Epg d'v
(4) dl- 2 KoTT ds'

équation dont la forme est bien connue et d'où l'on déduit, pour la

vitesse de propagation des ondes,

V 2R„7r

Ainsi cette vitesse est égale à la racine carrée du produit des rapporis

de l'épaisseur au diamètre du tuyau et du coefficient d'élasticité de la

matière dont le tuyau est formé à la densité de masse du liquide, ce

qui paraît conforme aux résultats de l'expérience.
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Mémoire sur le problème des trois corps,

Par m. Ejjilf, MATHIEU.

On imagine un système de trois corps rérlnits à des points qui s'at-

tirent suivant luie fonction donnée de la distance, et il s'agit d'en

étudier le mouvement. On peut cependant supposer que l'un des trois

corps soit un point rendu fixe, tandis que les deux autres corps seu-

lement sont mobiles. En effet, ainsi que l'a fait remarquer Jacobi

[Journal de Crelle, i. XXVI, p. i iS), en s'appuyant sur le théorème de

la conservation du mouvement du centre de gravité, on peut ramener

le problème général à ce cas particulier, ou plutôt à une question

semblable qui n'en diffère que par la fonction de forces, mais qui se

prête aux mêmes réductions. C'est en faisant celte simplification que

nous avons traité cette question.

Citons quelques ÎMémoircs où le problème des trois corps a été

traité. Nous remarquerons d'abord le Mémoire de Lagrange, dans le-

quel le problème est ramené à la résolution d'un système d'équations

différentielles du septième ordre et dont M. Serret a simplifié l'analyse

en introduisant ])lus de symétrie dans les formules [OEuvres de La-

grange, t. VI, p. 324). Nous citerons ensuite le Mémoire de Jacobi

(Journal de Crelle, t. XXVI, p. 11 5), le Mémoire de M. Bertrand

[Journal île Liouvillc, t. XVTI, p. 429, iSaa), enfin le Mémoire de

Bour [Journal de VEcole Polytechnique, t. XXI, p. 3^), qui a poiu*

point de départ le travnil de M. Bertrand.

Bour a obtenu une expression fort remarquable de la force vive du

système des corps, qui l'a conduit à un système de huit équations

différentielles canoniques; mais, n'ayant point fait de part dans ce

travail aux considérations géométriques, il y a commis plusieurs er-

Journ. de Mriili. Ci» sfrie). tome H. — Octopre iS;^. 44
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reiirs. La plus saillante consiste, pour compléter le système des équa-

tions du problème, à joindre au système des huit équations ca-

noniques et à la somme des carrés des trois intégrales des aires

relatives à trois plans coordonnés rectangulaires deux de ces trois

intéf^rales [*]; or il arrive que deux combinaisons de ces trois équa-

tions sont renfermées dans le système des équations canoniques [**].

On a cité le travail de Bour dans plusieurs Mémoires de Mécanique,

mais, dans aucun que je sache, on n'y a relevé les erreurs qui s'y

trouvent.

Dans le Mémoire qui suit, j'emploie l'expression de la force vive

trouvée par Bour et à laquelle j'ai été conduit par des considérations

géométriques. J'établis le système des huit équations canoniques, puis

je montre comment, après l'intégration de ces équations, on achève-

rait très-aisément la solution. Les solutions théoriques, qu'on a don-

nées ordinairement de ce problème, reposent sur des formules telle-

ment compliquées qu'il est impossible de songer à en faire l'application

à l'Astronomie; on verra qu'd n'en est pas de même de la suivante,

car les formules y sont simples et le choix des variables très-approprié

à l'Astronomie.

Sur l'expression de la force vive dans le problème des trois corps.

1. On peut ramener le problème du mouvement de trois corps à

celui du mouvement de corps fictifs, au nombre de deux seulement, et

[*] F,n s\ipposant niciiie que ces deux intégrales soient deux nouvelles équations,

il lui manquerait encore une équation pour déterminer complètement la position du

système. A la fin de son SIémoire, il suppose très-petite l'inclinaison des orliites des

deux corps, et il propose l'emploi d'une fonction perturbatrice qui n'est pas admis-

sible; car, pour qu'une fonction puisse être i)rise pour fonction perturbatrice, il faut

non-seulemenl qu'elle sf)it très-petite, mais encore qu'il en soit de même de ses dé-

rivées qui entrent dans les formules de perturbation, ce qui n'a pas lieu dans le cas

actuel.

[**] J'ai déjà fait celte remarque dans les Comptes rendus de l 'académie des

Sciences (t. LXXVIII, p. 4o8, 1874].
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soumis à une fonction de forces c|iii ne dépend que des distances r et

r, de ces deux corps à im point fixe O pris pour origine des coordon-

nées et de l'angle formé par ces deux distances. Alors le principe des

forces vives et les trois intégrales des aires sont applicahles aux deux

nouveaux corps aussi bien qu'aux trois premiers. Désignons par m, ni,

les masses des deux corps et par Pie plan qui passe par les points O, m
et m,. La position du système et son déplacement infiniment petit

sont déterminés : i° par les rayons vecteurs /•, /, menés de l'origine O
aux deux jioints m et m,; a° par les dérivées de r, r, par rapport au

temps t; 3" parles angles ^, |3, des rayons r, 7', avec l'intersection L
du plan P avec la position infiniment voisine qu'il occupe au bout de

l'instant dt; 4" par les dérivées de |3, jS, par rapport à t; B° ])ar le dé-

placement infiniment petit «Y-y de l'axe de rotation L du plan P dans ce

plan; G° enfin par la rotation infiniment petite wdt du plan P autour

de la droite L.

Représentons-nous le mouvement du plan P. La droite L tourne

dans ce plan autour de l'origine O et vient au bout de l'instant dt en

L,
;
puis ce plan tourne autour de L, de l'angle infiniment petit /-Adl et

occupe la position P,. La droite L tournera ensuite autour du point O
dans le plan P, d'iui angle infiniment petit et ira de la position L, à la

position Lj; puis le plan P, tournera d'un angle infiniment petit au-

tour de Tjo, et ainsi de suite. La droite L se meut sur un cône, mais L,

par définition, n'est que l'axe de rotation du plan P; par le déplace-

ment de la droite L, il faut donc entendre seulement un changement de

l'axe de rotation de ce plan qui varie à chaque instant. L'élément

plan renfermé entre les deux droites L et L, peut être considéré

comme appartenant à la fois au cône et au plan P, et l'on en conclut

facilement que ce plan roule sans glisser sur le cône formé par les

positions successives de la droite L.

Nous montrerons plus loin quelles modifications on devra faire au

système de variables que nous adoptons d'abord, afin de fixer plus

commodément la position des deux corps /« et m,.

2. Désignons par A et A, les vitesses angulaires de /-etde r, dans

le plan P, estimées à partir d'une droite fixe située dans ce plan et

comptons A, A,, f//3, r//?, et (Y-/ positivement dans le même sens, nous

/i .'i
.

.
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aurons

'^ ^ dL lit dt dl

La vitesse du point m se décompose suivant ces trois directions

rectangulaires: i" suivant r; 2" dans le plan P, perpendiculairement à r;

3° normalement au plan P, en ces trois vitesses :

— 7 /-A, fjjrsinfi.
dt '

On a donc, pour la dèmi-force vive du point ;h,

lu I
dl \ - III ., . ., III „ ., . „ ,

2 \dt J 2 2 '

et, pour la demi-force vive du syslèiiie,

-i- -5^ Cri- (/«/•- sin"^ •-;- m, r'j sin'^, ),

formule dans laquelle A et A, ont les valeurs (i).

Rotation instantanée du plan P autour de la droite L.

5. Nous avons dit que les trois équations des aires ont lieu pour le

système des deux corps tn et hî, ; il existe donc, pour ce système, un

plan invariable, c'est-à-dire un plan du maximum des aires dont la

direction est fixe. Forn<ons l'équation des aires relative au plan in-

variable.

Nous avons trois déplacements infiniment petits du point ;//, suivant

trois directions rectangulaires : 1° un déplacement suivant /, autpiel

ne correspond aucune aire; 2° un déplacement dans le plan P, per-

|)endicnlaire à /•, qui a pour valeur rA<^//et auquel correspond l'aire

-.iinr-.\., que nous désignerons par -^G; 3° un déplacement normal au
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plan P, égal à wrs'in^dt, auquel correspond l'aire ^ mr'- <ji ain^-j, que

nous désignerons |)ar i^K. Menons les axes de ces aires, c'est-à-dire des

droites passant par l'origine, perpendiculaires aux plans de ces aires

et dont la grandeiu" soit représentée par le double du nombre qui re-

présente ces aires. L'axe de l'aire ^G est perpendiculaire au plan P; il

en est de même de l'axe de l'aire l,in, /j A, ou^G,, relative au corps

m, : leur résuliante est donc égale à leur somme

(2) G-+-G,.

L'aire JK. a sou axe situ? dans le plan P et perpendiculaire à r; de

même l'aire i/n, rj u sin p, ou -]jK, a son axe situé dans le plan P et

perpendiculaire à /,. L'axe résultant, qui est la diagonale du parallé-

logramme dont les côtés sont ces deux axes, a pour valeur

(3) vK'+K; -}-aKR,cos(/3-/5,).

Enfin, en composant les deux axes perpendiculaires entre eux qui

ont les valeurs (2) et (3), on obtient une droite de grandeur constante

et perpendiculaire au plan invariable ; on a donc l'équation

(G -<-G,)- + R--f- K'f + 2RK, cos(/3, - fij^k-,

en désignant par k une constante, que nous appellerons la grandeur

de l'axe du plan invariable.

L'équation précédente peut s'écrire

(G -f- G,)- -i- «-[//i-r^sin-p -j- mir\ sin-,?,

-4- imm^ r'- r^ sin |3 sin|3, cos ((3, — /5J
= k'',

ou

.^ __
/'— (G-i-G,)'

,

m'r'sin'p -+- m'- r\ sin^p, + z/ni/ii /•';; sinp sinp, cos( p, — p)''

elle donne, par conséquent, la rotation instantanée wc/f du plan P au-

tour de la droite L.
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Formule qui donne le moin'ement de la trace du plan P

sur le plan invariable.

4. Désignons par a l'angle que fait la trace S dn plan P sur le plan

invariable avec une droite fixe située dans ce dernier plan; représen-

tons par U l'angle des deux plans, et par y l'angle de la droite L avec

la droite S.

Imaginons une sphère qui ait son centre à l'origine O et soient {Jig- i)

AS, LS les grands cercles qui représentent sur cette sphère le plan inva-

riable et le plan P; les points S et L indiquent sur la figure les traces

des droites S et L sur la sphère. Au bout d'un instant dt le plan P tour-

nant autour de I^ de l'angle adt est représenté par LS, . Soit A le point

à partir duquel on compte l'angle ff, on aura AS -- a, SS, = do,

SLS, = oydt, LSA == U.

Abaissons l'arc SB perpendiculaire sur LS,, nous aurons

SB = SS, sinSS, E = n'asinU.

Du point S abaissons une droite perpendiculaire sur la droite L,

Fig. I.

qui est un diamètre de la sphère, l'arc SB est égal à cette perpendicu-

laire, nudtipliée par wr/^; donc

SB = wr/i siny.

Égalant ces deux valeurs de SB, on a

r/îsinU = ',)dts\\\o.

Si nous projetons l'axe k du plan invariable sur une normale au
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plan P, nous obtenons ^cosU ])Our la projection ; mais cette quantité

est égale à l'axe de la somme des aires relatives au plan P; on a donc

AcosU = G + G,;

il en résulte

sm'U = ~[k' -^ {G -^ G,Y],

et la formule précédente devient

j (.)/ sinU sino , ,

Projetons ensuite l'axe /c sur la droite L; pour cela, nous le projet-

terons d'abord sur le plan P, ce qui donnera AsinU, puis nous projet-

terons cette projection surL, ce qui donnera finalement AsinU sino.

D'aulre part, cette quantité doit être égale à la soiiune des aires rela-

tives au plan perpendiculaire àL; elle est, par conséquent, égale à

inhv -i- m, l, M',,

en désignant par /, Z, les distances de m, m, à la droite L, et par ti-, i\>,

les composantes des vitesses de }n et m,, perpendiculaires au plan P:

on a

l — rsin|3, /, = r, siu^,,

TV == w/'sin/3, îV| =z ow, sin/3, :

on a donc

^-sinUsinç = oj (/nr- sin^]3 + m, r^sin-/5,),

et l'expression de da devient

, w' (ror' sin'P + m, /, sin- p, ) , ,

''"^ " / = -(G^G,l.
-^''^''

elle donne le mouvement de la trace du plan P sur le plan inva-

riable.
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Emploi de deux noin>eanx angles ^ et ^,.

S. Désignons parc, 2, les angles de r, r, avec la droite S d'inter-

section du plan P avec le plan invariable; [6 et /S, sont les angles de r

et r, avec la droite L; donc, en supposant tous ces angles comptés

dans le même sens, on a

[a] /3,-/5 =--£,-?.

Les axes des aires désignées au n" 3 par -K et iK, sont situés dans

le plan P et perpendiculaires à ret /•, ; les axes des aires ^G, ^G,, dé-

crites dans le plan P, sont perpendiculaires à ce plan; donc, la pro-

jection de l'axe k du plan invariable sur la droite S étant nulle, on

aura
Ksin^ -t- K, sin^i — o

ou

(b) 7;^/- sinj? sin: -h m, /; sinjS, sinS, = o.

Remarquons que les équations {a) et [h) sont symétriques par rap-

port aux deux cuuples de variables |3, |S, et H, £,.

On tire des équations (a) et [h), en éliminant p,,

^ — /«, r''' sin H, sin ( El — H )

tangfi - —r^—

—

'

f—^—-^-

—

^'i°

'

/«/•-sin E -h /n, rj Sin E, cos
[ |,
— a

)

on a de même
///r'sin? siii (Ç, — I)

tans,'3,^' '
///, /j sinE, + //)/' sinÇ cos (Ç, — Ç)'

on a aussi

, , -on '"? ''t sin'Ç, sinM E, — E)

'

(c) sui-;3= ' ^-—>,

en faisant

1) := m'- /* sin''^ -':- ni-^ l'i sin"?, -!- 7.mni, r'- r^ sinSsinç, cos(ç — ç,),

et une formule sendjbdile pour sin'-jS,.
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D'après cela, on a

m'- r* sïn- (i -+ in'j r^' siii-^,

„ o • r. • o fo o, ra'm; r< /•! sin'(£, — £1+ 2mm, r r- s\np sinp, cos(p, — p) — ~r—

^

>

et l'on déduit de la formule du n" 5

En permutant S, el ^, avec /3 et /S, dans la formule (c), on obtient

/ \ o -^ /n:7-î sin^S,sin'(Si— S)
( C 1 SI!)" C -= :

' '

'
•

^ ' ' n?'/' sin'|3 4- /njî r* sin'p, + 2CTw<,/-V' sinpsinp,cos(|5, — S)

Démonstration gc'ométrùjne de deux équations.

6. Le déplacement angulaire du point m pendant l'instant dt dans

le plan P, par rapport à la droite L supposée fixe, est égal à kdt, et il

peut se décomposer en deux déplacements : i° le déplacement de m
par rapport à la droite S d'intersection de P avec le plan invariable;

2° le déplacement de la droite S par rapport à la droite L.

'£, étant l'angle de r avec S, le premier de ces deux déplacements a

pour valeur d'i,. Pour calculer le second déplacement, reprenons la

figure considérée au n°4, où les grands cercles AS et LS représentent

le plan invariable et le plan P. Le déplacement de la droite S par rap-

port à la droite L est égal à S,B et l'on a

S, B = «ycrcosU;

on aura donc

h.dt — d'q -+- da cosJJ.

Nous avons trouvé, au n° 4, l'équation

AcosU = G -I- G, ;

Jouni. lie Math, {^i" séiie), tome 11. — Ociodiie iS^R. ^^
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donc l'équation précédente devient

on a de même

_ f/ï, G + G, <iG

Nouvelles expressions de do et de T.

7. En nous reportant à l'expression de o)-, trouvée au n° 3, nous

déduisons de la formule (e;

'm^\
~

/-'— (G-t-GT)'
'

nous avons de même

sin-H, «-/«/' sin'psin=(p, — ^)

~ii7f'
~~ â=^^(g^g7)'

Ajoutons ces deux équations, en remarquant que /îj — /î est égal

à H, — ç, et nous aurons

,s 2, > • o o o . o ^x X-— (G + G.r /sirrH sin2?,\

En remplaçant cette expression dans la dernière formule du n° i,

nous avons la formule

... </i7 __
/• /sin-|

^
sin'lA

^ ' dt sin'(|,— £) \/«irJ ' mr- ]

OÙ les angles S, S, entrent au lieu des angles /3, j^,.

D'après la formule (/j), l'expression de isT, trouvée au n°iJ, peut

s'écrire

l,lr\"- Idr.y- G' G? „

en posant
" /sin'Ç sin'lA—.• + —r '^ sin'(?,-Ç)
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on a une autre expression deaT en éliminant /i: au moyen de l'équa-
tion (/); ce qui donne

(G + G,

sinMfi — l; \w'i'^; mr- ) /nr^sin'? -t- nj,r; sin'ï, \di)

Système de variab/es conjuguées.

8. Posons

<i' ' dt-'^' dt~^' T?7-^" ^"^^

nous aurons, d'après les deux dernières formules du n°

r.=A

U) mr-S,'= G - mr'i'G -+- G|l /sin^

sin' I, — t \«J,/-;^

'i sin-

(^•) 772, 7-^r, = G, - '"'^'i^^-^')
f!!^ ^ «i';:!ï

Supposons que l'on tire G et G, de ces deux équations pour les

porter dans la dernière expression obtenue pour aT, alors zT ne ren-
fermera plus que les variables

'S ''f> S, S,

et les dérivées

''i '''n I'' =1) <^';

par suite, les quantités

„ ^ dr dT dT dT
P = d?^ P'^-dT-: /'= = ;^' /'a^f' /^.=S

seront respectivement conjuguées de r, r,, S, |,, cr.
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Calculons ^2 et p^; nous avons

I „ i/G, G + G, /(-/G _^ É?G,\ /sin=| _^ sin-;,\<fT _ I „ ^G , \ ^ ilO, G + G, (clG
, É?G,\ /sin=|

.
sin-;,

dl' mr- d-'

La différentiation des équations (;) et [k), par rapport à ç', donne

„ dG mr'' j dÇs dÇj\ fsin-z sin-:,\
mi - — —r, ^—^ Z- -771 + -TT '-

-i '

(/: sini;, — =j \,"î "? / \"'i''; """
/

_ dGt mr'' /dG dG,\ /sin'ï ^ sin=ï,\

(•/f sin'(ïi — ç)\dç' d-' ) \iii,r\ ' mr- )

Multiplions ces deux équations respectivement par — 1
—'—> et

' ^ ' ' nii'^ niir-

ajoutons, nous aurons

on a de même G, ^= —7r\ les variables G, G, sont donc conjuguées

Equations différentielles canoniques.

9. En introduisant, dans l'expression de 2T, les vaiiables p, p,,

G, G,, p.,, qui sont conjuguées à /', r,, q, £,, 7, on a

2T = '- +

et, en fctisant H r= T — V, où V désigne la fonction de forces, on a

les dix équations différentielles canoniques renfermées dans les deux

suivantes :

dffi _ dtt d/Ji __ dU
de djji^ lit f/</,'

où l'indice / est'suscepldjle des valeurs o, 1 , 2, 3, 4 et où l'on suppose

q = r,q^ = r^, q. — ç, 73 = ^1, q^=^<^^

En faisant i = 4, on a les deux équations

d(7 _ d\\ dp, _ <m _
€U dp,^ dt </(7

'
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la seconde prouve que/;, est constant, et l'on déduit de la première

d(j Pi /sin^?

lit sinMHi — ? \ "'i''

équation déjà obtenue au n° 7 et qui prouve que /;, est égal à k.

Remplaçons, dans l'expression de T et dans celle de H, la quantité p^

par k, et nous aurons les huit équations canoniques

dr
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à déterminer la position de ce pl;in-, elle teiafixée : i" par l'angle U
que le plan P fait avec le plan invariable et fourni par la formule

TT G -h G,
cos u = —V— '

2° par le monvement de la ligne S sur le plan invariable, exprimé

par la formule
fin k /sin'?

^
sin-çA

(h sin-(|,— H) \/«i /•; m i'^

j

Quoiqu'il n'y ait pas besoin d'antres variables pour fixer la posi-

tion du svstènie, on peut remarquer que. les quantités précédentes

étant obtenues, on pourra calculer les angles p, jS, par les formules

du n" S, l'angle instantané de rotation wr/f dont tourne le plan P par

la formule ((/) du même numéro, et l'angle r/y formé par les deux

généralrices du cône défini au n" 1, suivant lesquelles les deux posi-

tions du plan P au commencement et à la fin de l'instant dt touchent

ce cône, au moyen de la formule ( n° 2j

G
mr-
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l'axe du plan invariable est de grandeur constante; il reste encore à

exprimer que la direction de cet axe est fixe.

Représentons-nous le plan P qui passe par l'origine O [fi^^. 2; et les

deux points m, m,. Au bout de l'instant Ht, l'axe de rotation L de ce

plan vient en L' dans ce plan, et le plan P tournant de l'angle ojdt

autour de L' occupe une seconde position. Dans la première position

du plan, menons Og perpendiculaire à I/, puis élevons par le point O
une droite OZperpen 'culaire à ce plan.

Nous allons projeter l'axe du plan invariable sur les trois droites

rectangulaires L', Og, OZau commencement de l'instant dt; nous les

projetterons ensuite sur les mêmes axes à la fin de cet instant, et nous

exprimerons que ces projections n'ont pas changé de grandeur.

Nous supposerons que les axes des aires soient menés normalement

à leur plan et d'un côté de ce plan, de manière qu'un observateur,

placé suivant cet axe, voie la rotation du rayon vecteur qui décrit

l'aire s'effectuer de droite à gauche.

L'axe des aires G et G, est situé suivant OZ; les axes des aires K
et K, (n°5) sont situés dans la première position du plan P et sont

perpendiculaires à Om, Om,. A la fin de l'instant dt, les rayons Om,
Om, sont venus en Om', Oin\ dans la seconde position du plan P, et

les axes des aires R, K, sont venus en R', K\ perpendiculaires à

Om', Om\.
1" Projetons l'axe du plan invariable sur L' au commencement

de dt, et, pour cela, projetons ces composantes G, G,, R, R, sur cette

droite. La projection de G et G, sur L' est nulle; on a ensuite, d'après

les notations du 11° 2,

AnglelR.Lj^^-f., (R., L) = ^ - /3,, (L, L') = r/-;,

(R, L') =
l -fi + dy, (R„ V) =

J
-

fi, ^ dy;

on a donc, pour la projection de l'axe du plan invariable,

i Rcos(R,L') + R, cos(R,,L')

(a) l = Rsin (/S — </y) -I- R, sin (|3, -- ^7)
' = Rsin jv - Kco^Bdy -- K, sin^, — Rcos 'î.r/y.
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Cherchons la même projection au bout de l'instant dt. L'axe de G
et G,, après cet instant, est perpendiculaire à la seconde position du

plan P et, par suite, perpendiculaire à la droite 1/ qui s'y trouve;

donc sa projection sur L' est nulle.

On a ensuite

(K', L') =
J
-

r^
- f//3, (K; , L') r= ^ - fi. - r//3,

;

on a donc, pour la projection cherchée,

l'

K'cos(R', L') + K', cos (K'i , L')

)
=(K-Hf/K)sin(/3 4-r/i3) + (K, + r/K,) sin(/5, + r/j3,^

^' '
\ =Ksin,S + sin,Sc^K. + Kcos,'3^/,S-i-K,sin(3,

I -4- sin/3| r/K, + KiCOsPic/jS,.

En égalant [a] et (A), on a

(«) r/Rsin/3+Rcos^(f/,'3+ ^7)-hrfK,sin/3,-i-R,cos/3,(^,5,+^7) = o.

2° Projetons sur Og. Au commencement de dt, les projections de G
et G, sont nulles, et celles de R et R, sont

j

Rcos(R, g) + R,cos(R,,g-)

[b] := Rsin(R,L')-hR,sin(K,,L')

( = RcosjS+ Rsinpr/y-l-R, cosIBi+RiSiniSic//.
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1

R' n'est pas situé dans le plan ^OL'; mais on peut l'y supposer en né-

gligeant les infiniment petits du second ordre, et l'on a pour sa pro-

jection

(K4- ûfK)cosR'0^ = (K-h r/R)cos(,S-f- df-i)

= Kcosfi -;- rfRcos,3 - R sin/Sc?,-?.

On a de même, pour la projection de K'j

,

R, cosjj, 4- dK, coSjS, — R| sin [i,df:i,

.

G et G( s'étant changés en G -+- dG, G, -+- dG,, on a, pour la projec-

tion de leur résultante,

(G ^- ^G ^ G, + ^G,)sin(ojf/0.

Ou a donc, pour la projection de Taxe du plan invariable à la fin

de dt,

i
Rcos,*; 4- r/Rcos/5 — RsinS^M -h R, cos/3,

(B) '
' i i ^ '

I
<

I + <YR,cosj3, — R,sin,'3,(i?j'5| -f- (G -+ G,)ojf//;

et, en égalant [b) et (B), on a

j
c^RcoSj* — Ks\n[:i{dfj -h dy)

^'"^
i -{-r/R.cosjS, - R,sin/3,(rt'/5,-rr/y)-t-(G-i- G,)oj^f =.o.

3° Projetons sur la normale OZ au plan g'OL'. Au commencement

de dt on a, pour la projection totale,

(c) G + G,:

à la fin de dt on aura, pour cette projection,

(G -+- <^G -t- G, + dG,) cos['j}dt) — R'siny — R', sin/,,

en désignant par y et y, les angles de R' et R', avec le plan gOL'. La

dernière expression peut s'écrire

1 G + f^G -4- G, + c/G, - (R + dK) sidt cos(/'ï + d[i.
)

^^^
I - (R, + rfR, )ou/^cos(j3, -i- rf,3,).

Journ. de Math. (3= scrie% tome U. — Novembre 1876. 4t>
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En égalant (c) et (C), on obtient

(y) clG -t- ^G, — (Rcosp + K, coSjS,)'.)^/ = o.

Les trois équations (a), (|S), (y) équivalent aux trois intégrales des

aires relatives à trois plans de coordonnées rectangulaires; on peut les

écrire plus simplement ainsi qu'il suit :

(I) «^(Ksinfi -- K,sin,S,)-t- (Kcos/3 -H K, cos^i, )t?/ = o,

(II) ^(Rcos/5-hK,cos/3,) — (Rsin,3+R,sin|3,)c?7-+-;G + G,)wn'/^o,

(III) dG + dG, — (RcosjS -h R, cos/B,)"^^ = o.

Multiplions ces Irois équations respectivement par

Rsin^ + R,sin/3,, RcosS +- R, cos_'5,, G H- G,,

et ajoutons; nous aurons, après plusieurs réductions,

d{{G ^ G,/- H- R- -\' R; -\- 2RR, cos(,^, - j?)] :^ o;

en intégrant et désignant par k une constante, on retrouve l'équa

tion du n° 5

(IV) (G -^G,)= + R- + R? 4- 2RR,cos(,3, -,3) = A-.

12. Les équations (I), (II), "^III) peuvent être remplacées par deux

d'entre elles, par exemple les équations (I) et (III), et par l'équa-

tion (IV). Nous allons transformer ces équations en y introduisant les

variables r, r,
, §, |,, G, G,.

Si l'on fait cette transformation pour l'équation (1\ , on obtient

une identité; donc, par cette transformation, les équations (I), (II),

(III) se réduisent à deux.

Opérons d'abord sur l'équation (III), qui est la plus simple. D'après

le n° 5, on a

R -- mr-'j) sin,'i, R, = /«, 7-^ « sin,'i,,

et l'équation (III) devient

àOl .
dG, ; , -, . r r ; r r
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Posons, pour abréger,

t-'i H — -1 = — g»

nous aurons, d'après le n" o,

sinjScoSjj — — - m, r"J siiiÇ, sing'f/H/'^sinS + /n, rj sinç, cos^;,

sin.'ï, coS(5| ^^ — ni r- &\uç singfm, r-^s'ivti, -f- mr^ s'inçcosg),

et ensuite, à cause de la valeur de w- du même numéro,

M- yiTir^ sin[:icos fi -+- 7?j, rj sin,?, cosp,)

[(- mi- -\- m, r: isuitsini,
mrt!,7'r, sin^^

-t- 'mi-siu'i — '«t'i sin-;, cosg

Donc l'équalion (III) devient

(IG
,

f/G,

f 5^^ SU1|SU1£J— : + : COSg ,

ou plus simplement

(IG dG, /!' — (G + G,)= /sinHcost sint,cosH,\
o = — -i ! ^^ —'—r^ --i , ' •

C'est l'équation que l'on obtient en ajoutant les deux équations

canoniques
dG
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15. Faisons la même transformation pour l'équalion (I). Le pre-

mier membre de cette équation peut se décomposer dans les deux par-

ties semblables

(/) ^(RsinjS) + RcoSj'ia''/, <Y(K, sinj'3, ) -4- K, cospi^-/;

transformons la première partie; elle peut s'écrire, d'après la valeur

derf/(n° 10\

\
f/Ksinp + Rcos,S^/3 -h Koos,? (^ df - dfi.)

,

(fi") ' n
lr/Ksin,î^Kcos,3-^rf<.

Remplaçons, dans la formule

R = m/'-ùjsin^j,

oj, sinj? par leurs valeurs obtenues au n° o,

\/d v'X-- — (G -H Gi)' • o /?),/•; sinï.sing'
T-i,—r-; > Sin |J — j^ 5

mm ir- ri sxn'

g

' Jd

et nous aurons

. ^. sinï,»/X-2— (G-t-G,)'R = ^ -

smg

nous avons de même

^ — sinï\/-<'— (G -hG,)'
R, = —

sing

L'expression g) peut s'écrire

KrfR „ . ,3 r j I
,

r- Gwsuiflcos'irtf = - L,
mr'w ' M

eu faisant

L =^ f- Gw-siniS cosS dt.
ni r'- • *

En différentiant R-, on a

IWR = ^ (G H- G,) *!^ (rfG + c?G,)

V-- ^ ( — sinHsin2,r/c, -f- sln'2, coser/Ë
:
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et par suite, en remplaçant dans L,

L = - ^f.\ (G + G,
)
(r/G + dG,

)

/•=
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ce qui est la troisième ligne de L, divisée par dt et prise avec un signe

contraire.

L ou l'expression [g) est donc nulle; ainsi la première partie [f]
de l'équation (I) est nulle d'après les équations canoniques; il en est

de même de la seconde. Il est donc bien vrai que les quaire dernières

équations du système canonique renferment deux combinaisons des

équations des aires.

14. La démonstration précédente conduit à un résultat curieux. Eu

effet, nous avons prouvé non-seulement que l'équation (I) ré.sulte des

équations canoniques, mais encore que l'on a séparément, en vertu

de ces équations,

r/(Rsin]5) -f- Kcospc^y ~ o,

f/(Ks!i)j'3| )-T-K,cos/3|r/y— o;

or ces deux formules expriment que le principe des aires a lieu ]>our

chacun des deux corps m, m^ par rapport à l'axe instantané du plan V.

On pourrait démontrer de même que, non-seulement l'équation (H) a

lieu, mais qu'on a encore séparément

i'/(Kcos,'3) — Rsin/5'/y -\~ G udl ~ o,

rY^Kcos/î, )— K,&\nfj,(l/-T-G, r^di -- o,

et l'on en conclut que le principe des aires a lieu aussi, pour chacun

des deux corps m, m, pris séparément, par rajiport à la droite Og
menée dans le plan du triangle perpendiculairement à l'axe de rota-

tion. Donc le principe des aires a également lieu pour chaque corps

par raj)port à une droite quelconque située dans le plan P. On a donc

le théorème suivant :

TnÉoRKMK. — Si deux corps m et m, sont soumis à une jonction

de forces qui ne dépend que de leurs distances à i origine et de l'angle

formé par ces deux distances, le théorème des aires a lieu à chaque

instant par rapport à toute droite menée par Vorigine dans le plan F

qui passe par m, m, et cette origine, non-seulement pour l'ensemhle

des deux corps m et m,, mais encore pour chacun de ces deux corps

pris séparément

.
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Si l'on compose comme des forces les axes des aires K et G, on

obtient l'axe des aires résultant pour la masse m, et l'on voit que la

projection de cet axe sur une droite quelconque du plan P est la même
au commencement et à la fin de l'instant cit. On peut donc encore

énoncer le tliéorème précédent de la manière suivante :

La projection, sur une position du plan P, de l'axe des aires résul-

tant pour l'une quelconque des masses m et m,, teste la même au com-

mencement et à la fui de l'instant dt qui suit immédiatement cette posi-

tion du plan P.

Car la projection de cet axe sur une droite du plan P s'obtient

en projetant cet axe sur le plan P, puis cette projection sur la

droite.

Orbites décrites par les deux corps m et /«,.

15. En Astronomie, on imagine que les orbites des corps célestes

sont des elli|.ses dont la forme et la position varient à chaque instant;

cette conception n'a d'ailleurs, dans cette Science, une véritable im-

portance qu'à cause de la petitesse des variations des éléments de ces

orbites. Nous allons montrer comment on peut déterminer ces orbites

et la position des deux corps m et m, sur ces orbites au moyen du

système de variables que nous avons employé.

Considérons Taire décrite pendant le temps dt, par le rayon vec-

teur /• mené au corps /«, multipliée par la masse m, quantité qu'on

peut regarder comme une aire décrite par un rayon vecteur égal

à r\m et de même direction que le premier; concevons de même
l'aire décrite par le rayon vecteur /'( v'"i dans le même instant. Pre-

nons les axes de ces aires et menons la diagonale du parallélogramme

qui a pour côtés ces deux axes : cette diagonale représente, en gran-

deur et en direction, l'axe du plan invariable. Par le point O, origine

de ces trois axes, menons-leur des plans perpendiculaires, nous obtien-

drons les plans des deux orbites et le plan invariable qui se couperont

suivant une seule droite.

Ainsi les plans des deux orbites coupent le plan invariable suivant

une même droite passant par le point O et qui se meut dans ce plan
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Imaginons une sphère dont le rentre soit au point O; les quatre

plans suivants qui passent par ce point, savoir le plan P, les orbites

de m et m, Jig. 3) et le plan invariable, couperont la sphère suivant

des grands cercles représentés respectivement par niin,, Em, E?7i,, ES.

Désignons par u et Uf les inclinaisons des orbites de m et m, sur le

Fi!!. 3.

plan P des trois corps; la tangente de l'angle u est égale au déplace-

ment de m normal à P divisé par le déplacement de m dans P et per-

pendiculaire au rayon vecteur; on en conclut, en remplaçant ces

déplacements par les aires R et G qui leur sont proportionnelles,

tang^^ = -, tangt/,
K,

Désignons par 1 l'angle 77zE//i, des deux orbites; l'arc mm, est égal

à g (n" 12) et le triangle sphérique mEm, do:ine

COSI =: COS II COSll,

,
G G,

COSi = :

smu sin»i cosg,

K K,

VK' -t- G= v'K; 4- G^ ^K' -t- G' v/K^ -i- G^

Dans le cas où les masses m et m, n'exercent pas entre elles d'actions

mutuelles et sont seulement sollicitées par un centre d'attraction situé

au point O, le principe des aires pouvant être appliqué à chacun des

deux corps dans leurs orbites respectives, on aura

(ai K= 4- G- = b-, R2 + G; — è;,

h et h, étant deux constantes et, d'après la fornuile du n" .">,

G -f-G,)-H- R=-+- Kj + 2RR,cosg = A-,

GG, -\- KK.cos^ _ X' — b'—b]
on a donc

cosl
bb, ibb,
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Dans le eus général où les orbites sont variables, on pent encore

appliquer cette dernière fornaule, en considérant b et b, comme des

quantités variables fournies par les formules [a] ou

[/-._i;G + G,?]sin'?,
^ ^^_ ^ ^,

[x-^ _ (g + G,)']sin'?
^ Ç^^/j^

• Cherchons les inclinaisons/ et /, des plans des deux orbites sur le

plan invariable. Si l'on regarde la variable ^ de la figure comme
positive, on aura

mS = |;

Çi étant porté en sens contraire, on a

m, S := — ç, et mm, = — S, t- 2 = — ^.

On aura aussi

mES = i, III, ES = — i,, 1 = / — /,, inSA = U.

Le triangle /«ES donne

„ sinçsinU JA'— (G -i- G,Ysm^
SU) Em = ; = ^

, . .

—
;uni ASin;

d'autre part, le triangle mEin, donne

. „ sin^isiriff sing'K.,
SUlb/K =: —

sinl sinIv'K; -H G]

et, puisque l'on a (n" 13)

K, = »

d en résulte

S) smEm=^ , . , ;

égalant les deux valeurs de sinEwi, on a

è.sini
sin/ = —7

—

-,

on a de même
. . ésinl

sin/, ~ 7

—

Journ. de Math. (3' série), tome H. — Novembre 1876. 4^
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Remarquons que la figure formée par les deux triangles E;nS,

Em,S est entièrement déterminée quand on a calculé 2, £,, /, /, ; on

pourra achever de fixer la position de la figure sur le plan inva-

riable, lorsqu'on connaîtra l'arc 7 représenté par AS, A désignant un

point fixe du grand cercle ES.

L'angle 7 s'obtient par une quadrature d'après une formule donnée

au n° 10.

Em ou la distance angulaire du corps m au nœud E est donnée

par la formule {[l>) ci-dessus; on a, pour la même quantité relative au

corps m,

,

. T-
— \/i'— G-+-G,i= sJn J,

sinE//j, = , . ^ )

èsinl

Les planètes Jupiter et Saturne ayant des masses beaucoup plus

considérables que les autres planètes, leur mouvement elliptique est

surtout troublé par leurs actions mutuelles, et cette circonstance, que

cinq fois le moyen mouvement de Saturne moins deux fois celui de

Jupiter est une très-petite quantité, achève de donner une grande

prédominance à ces actions mutuelles. Or, si l'on néglige les actions

des autres planètes, on pourra étudier le mouvement de ces deux

corps, en y appliquant le problème des trois corps pour lesquels on

prendra le Soleil, Jupiter et Saturne : c'est ce que je ferai dans im

autre ÎMémoire, en appliquant la théorie précédente.
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Sur la recherche des points d'une courbe algébrique plane, qui

satisfont à une condition exprimée par une équation diffé-

rentielle algébrique, et sur les questions analogues dans

l'espace (suite)
;

I

Par m. HALPHEN.

§11-

25. Ce paragraphe sera consacré à des applications de quelques-

uns des théorèmes obtenus dans le précédent. Je donnerai d'abord

une application du théorème III. Celle que je choisis nous conduira à

une démonstration nouvelle d'une formule qui attira, il y a quelques

années, l'attention des géomètres. Au point de vue du problème posé

au début de ce Mémoire, cette application présente aussi cette parti-

cularité remarquable, que non-seulement il paraît presque impos-

sible de réussir à former l'équation de la courbe 0, dont nous allons

chercher le degré, mais qu'il semble même bien difficile de mettre

sous une forme entièrement explicite l'équation différentielle que je

vais considérer.

Une courbe plane de degré /Ji est, comme on sait, déterminée par

un nombre P de points,

p _ P(P+ 3)

2

Je considère l'équation différentielle des courbes de degré u., qui,

dans un plan, passent par P — « = A" points donnés. Les points d'une

courbe S, qui satisfont à la condition exprimée par cette équation

différentielle, sont ceux en lesquels il existe un contact d'ordre //

entre S et une courbe de degré fji, passant par les A" points donnés.

47-
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L'équation différentielle s'obtient en égalant à zéro un déterminant 1

composé : 1° de k lignes telles que

(A) I, JCj, jj, x], ..., Xjr*-\ r% [j = 1, 2,..., k),

où Xj. Vj sont les coordonnées de l'un des k points donnés; 2° de la

ligne

(B) I, X, J, 3C^ -.., a-rî^~', j!^;

3° des n lignes (C) formées avec les dérivées i'"«', a'''™",..., n^<""^* des

ternies de (B).

Sans développer ce déterminant, sans lui faire subir presque aucune

transformation, on va voir qu'il est facile de calculer immédiatement a

et jS. J'aurai, pour ce calcul, besoin de faire appel à la proposition

suivanle, que je laisse au lecteur le soin fariie de démontrer :

Soit D lin déterminant composé de la ligne

Zl", z''s Z''^ ..., Z''",

et des n lignes obtenues en prenant successivement les dérivées i'"",

2"""", ..., 7i'""" des tenues de la première. Soit Q le produit des diffé-

rences des exposants (/, savoir :

Q = ('7«-'7o)(7«-, -'/o)-"('7< -(]o){'].,-<j,)[gn-, -qr--

2G. Pour calculer a, conformément au lliéorème III, je substitue

à j , dans A, un développement procédant suivant les puissances

i
entières et ascendantes de {x — i)- et commençant par une con-

stante, et je cherche la partie principale du résultat. Je pose .r — | = z.

Dans la ligne (B), chaque terme de la forme x', étant développé,

contient toutes les puissancrs entières de z, depuis la puissance zéro

jusqu'à la puissance <y. Chaque terme de la forme x'')'^ devient un

développement procédant suivant les puissances ascendantes et entières
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X
de r- et commençiint par une constante. Par des combinaisons li-

néaires convenables, on amènera la ligne (B) à se composer de termes

dont les parties principales sont les suivantes :

/RM I ^T 7 r"2 ^2 „ 2 Ç.Î[D
)

1 , Z , Z, ^ , ^. , ..., ^ , * .

Par ces combinaisons, les lignes (A) restent composées de constantes.

Quant aux lignes (C), transformées des lignes (C), elles se composent

des dérivées des termes de la ligne (B'), prises par rapport à z; car

les dérivées, prises par rapport à J? ou à z, sont les mêmes. Par suite,

les parties principales des termes des lignes (C) sont les dérivées, par

rapport à z, des parties principales des termes de (B'i. Donc, après la

substitution, la partie principale de A est, à un facteur constant près,

celle d'un déterminant formé : i" d'une ligne dont les termes sont

(n -h \) termes de (B'j ;
2° de « lignes composées des dérivées succes-

sives des termes de la précédente. Les {n -{- \) termes doivent être

choisis dans (B'), de manière que l'ordre de la partie principale du

déterminant ainsi formé soit le plus petit possible.

Or un déterminant ainsi composé est, un cas particulier du déter-

minant D considéré au numéro précédent.

On voit immédiatement que l'ordre le plus petit possible, pour un

pareil déterminant, s'obtient en prenant les [?i + 1) termes de gauche

de(B'). Cet ordre minimum ne peut s'obtenir que par cette seule com-

binaison, ainsi que cela résulte de la proposition ci-dessus; donc c'est

bien le degré de la partie principale de A; par suite, le degré de la

partie principale de A est

I 2 3 /.- /? i n H- I
I n in -h ]]OH 1 1 h ... -\ = !—

7

^•222 22 4

Mais, d'après le théorème III, ce degré est égal à — -• Donc

« ( « -h I
)

27. Pour calculer /3, je substitue à j>', dans A, un développement

procédant suivant les puissances descendantes et entières dejc, com-

mençant par un terme du premier degré, et, conformément au ihéo-
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rème III, je cherche le degré de la partie principale dans le résultat.

Le calcul est ici analogue au précédent. Par des combinaisons li-

néaires, je change la ligne i B) en une ligne ; B" , composée de termes

qui, ordonnés suivant les puissances descendantes de jc, ont les par-

ties principales suivantes :

(B") a.-^-'^, x^-^-', ..., x^-', x^.

Les lignes (C"), transformées des lignes (C). sont composées des

dérivées des termes de (B"). En répétant les raisonnements ci-dessus,

on voit que le degré de A est celui du déterminant formé avec les

(h -f- i) derniers termes écrits dans (B") et les dérivées de ces termes.

Ce degré est donc

jj. -(- (p. — i) 4- (a — 2! -4- ... -h (,u. — n)
'—'^^-^ = (n -h i

) (P'
"~

"J-

D'après le théorème III, ce degré est aussi égal à /3 ; donc

i'5
= i'« + ')(F- - «)

Jai donc la proposition suivante :

TnÉORÈ.ME XL — Les points d'une courbe plane S, de degré m, en

chacun desquels il existe un contact d'ordre n entre cette courbe et

une courbe de degré u. passant par ^^-^—^ n points donnés dans

le plan de S, sont les intersections de S avec une autre courbe dont le

degré est

l M — — [m — i) + (« -!- i) (fji
— n)

Si la courbe S n'a aucune singularité, le nombre des pouits consi-

dérés est m'Sl. C'est en quoi consiste la formule remarquable à laquelle

j'ai fait allusion au début de ce paragra|)he (n" 25\ et qui est due à

M. de Jonquières [*].

[*] Comptes rendus, t. LXIII, p. 423. ^oyez aussi une Note de M. Cayley, ibid..

n. 666.

n
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28. Les résultats fournis par la formule (35) présentent, dans

quelques cas, avec l'énoncé du théorème XI lui-même, des désac-

cords apparents, dont il ne sera peut-être pas inutile dédire quelques

mots.

Je suppose, par exemple, /j. = -j., n = 5. La formule (35) donne

alors

xM = i5»;-33.

Les points de la courbe S, dont il s'agit ici, sont ce qu'on appelle,

d'après M. Cayley, les points sextactiques. Or on sait qu'ils sont les

intersections de S et d'une courbe de degré

M'= \-i.m — 27 [*].

Il y a donc là un désaccord qu'il s'agit d'expliquer. La différence

(M — iVr) est égale à 3 (m — 2). C'est le degré de la courbe hessienne,

dont les intersections avec S sont les points d'inflexion de S. Celte

circonstance suggère l'idée que, dans ce cas, la courbe de degré M se

décompose peut-être en la liessienne et la courbe de degré M'. C'est.

en effet, ce qui a lieu. A priori, on s'en rend compte en remarquant

qu'une tangente d'inflexion, comptée deux fois, peut être considérée

comme une conique ayant, avec la courbe, six points d'intersection

réunis au point d'inflexion. Au point de vue algébrique, voici com-

ment cette circonstance est mise en évidence. Si, dans le cas actuel,

on effectue le calcul du déterminant A, on y trouve le facteur —^•

Voici le résultat, où j'emploie des accents pour désigner les dé-

rivées :

(36) A = y"

b

24 6

24

fl-

Ainsi l'équation différentielle se décompose en deux autres : ;' = 0,

f
*] Ce résultat est dû à M. Cayley [Comptes rendus, t. LXII, p. Sgo)
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y =: o; par suite aussi, la courbe de degré M se décoir.pose en la lies-

sienne et en une seconde courbe.

29. Je suppose, en second lieu, a = 3, n = 8, m — 3. Il s'agit ici,

non plus d'une courbe S, de degré quelconque, mais d'une courbe

du troisième degré. En un quelconque u des points considérés, vaie

autre courbe 1, du troisième degré, a un contact du huitième ordre

avec S, tout en passant par un point donné a. Or toutes les courbes

du faisceau, déterminé par S et 1, ont en w, avec S, des contacts du

huitième ordre. On voit par là que chaque point, tel que w, ne dé-

pend pas du point a. Les points dont il s'agit sont ceux en lesquels

neufpoints consécutifs de la courbe S sont les intersections de deux

courbes du troisième degré. Mais les points d'inflexion de S satisfont à

cette condition; car, si T = o est l'équation d'une tangente d'in-

flexion, toutes les courbes du faisceau S-|-).T'= o ont, avec S, an

point d'inflexion, un contact du huitième ordre. Pour cette raison,

il se présente ici, dans le calcul, une décomposition de l'équation dif-

férentielle analogue à celle du numéro précédent.

Je n'entrerai pas ici dans d'autres détails à ce sujet. Je me contente

d'obser%^r que la formule (35) donne, pour le cas actuel, M = 27. Si

l'on en retranche le degré de la hessienne qui est égal à 3, on trouve

que les points ci-dessus sont les intersections de la cubique avec une

courbe du vingt-quatrième degré. Dans le cas d'une cubique de

sixième classe, ils sont donc au nombre de 3 x 2/4 = 72.

50. J'applique maintenant le théorème V à l'équation différentielle

du n° 25, et je conclus que :

Théorème XII. — Sur une courbe plane, cjid ne contient que des

branches simples, et dont la classe et le degré sont c et m, le nombre des

points en chacun desquels il existe un contact d'ordre n entre cette

courbe et une autre courbe de degré a, qui passe en ^—^ — ?i points

donnés, est

(37) N = ^-^ (c — 2/«) -f- (n -f- i)tj.m.

A cause des remarques du n" 28, pour le cas des points sextac-
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tiques, on devra retrancher 3(c — m), et la formule se réduit à

I 2 c — I 5 /rt

.

A cause des remarques du n° 29, jjour avoir le nombre des points o)

d'une cubique de la quatrième classe, on devra reiranclier celui des

points d'inflexion qui est égal à 3. On trouve alors que le nombre des

points 0) est égal à 6 pour une cubique de quatrième classe.

31. Pour compléter la formule (37), il faudrait tenir compte des

singularités quelconques des courbes S, suivant les principes exposés

an n" 15. Je n'entreprendrai pas de résoudre un problème aussi diffi-

cile, et je me bornerai à tenir compte des rebroussements ordinaires,

de manière à pouvoir faire l'application du théorème IX.

Un rebroussement ordinaire est représenté par

ou, si l'on veut, par un développement de )- suivant les puissances

ascendantes et entières de (x — l)^, commençant par une constante, ma s

1
où manque le terme en (x — Ç)^ . En employant ce développement, on

voit, d'après le n° 17, que si on le substitue àj^, dans A, la partie prin-

cipale du résultat sera de l'ordre Par suite, le calcul de y ne dif-

fère de celui de a. (n" 26) qu'en ce que, dans la ligne (B'), le terme

dont la partie principale est z~ manque ici. L'ordre de la partie

principale du résultat est, par suite, augmenté de -; par suite,

on a
n( n — \)

•) ^= a — n =

Donc le théorème IX donne ici le suivant :

Théorème XIII. — Sur une courbe, de degré m, de classe c, Jic

contenant que des branches simples et des brandies à rebroussement

ordinaire, ces dernières au nombre de t, le nombre des points en chacun

desquels il existe un contact d'ordre n entre cette courbe et une autre

Journ. de Math. (3« série), tome II. — Novemdue 1876. 4°
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courbe de degré p., qui pmse par ^—^ 7i points donnés, est

ri n — I

(38) N = ^^-^-^ -{c — 2m) ^ {n-+- i)ij.ni -\-

Pour les points sexiactiqiies, en tenant compte de la reiniirque

faite précédemment (n" 28', la formule (38) devra être réduite à

I2C — l577Z -H 91. [*].

Pour les points 'o (n''29), on trouvera (jue, sur une cubique de

troisième classe, leur nombre se réduit à zéro Ce résidtat, comme on

le verra plus loin, pouvait être prévu et sert de vérification [voir

n° 52).

Connaissant les trois coefficients oc, |3, y relatifs à Téqualion diffé-

rentielle envisagée, je puis, conformément au 11° 17, trouver par les

formules (23) les coefficients «', /5', 7' relatifs à l'équation différentielle

qui se déduit delà proposée par une transformation corrélative. J'ob-

tiens ainsi la proposition suivante :

Théorèjie XIY. — Les points d'une courbe plane S, de degré m, e/t

chacun desquels cette courbe a un contact d'ordre n avec une courbe de

classe u., qui touche — — — n droites données, sont les intersections

de S a^'ec une autre courbe dont le degré est

(39) JM = (/i -H i)a -4- " "
~—' {m — 1) — {n — i)n.

Si la courbe S ne contient que des branches simples et des rebrousse-

ments ordinaires, ces derniers au nombre de t, et que sa classe soit c,

le nombre des points est

(4oj N = (/j + i)rj. -\ ^ c — n[n — 2)/;: H ^—^

—

- 1.

La formule (39) ne parait pas doinier Heu à des observations ana-

logues à celles que j'ai faites plus liant (n"* 28 et 29), à propos de la

[*] Cette formule coïncide avec une de celles qu'a données M. Cayley [Compta

rendus, t. LXIII, p. 10). M. Zeuthen a également donné celle forniule.
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formule (35). Par exemple, pour p.= 2, 7i = 5, elle 'Joiiiic hicii

M = 12 m — 27, comme cela doit être.

Mais, pour ce cas parliculier, la formule (/40) donne à son tour un

résultat en apparence inexact. A la décomposition A eu deux facteurs,

dont l'un est^" (n°28), correspond ici une diminution d'une unité dans

le degré de l'équation différentielle par rapport kj". Par suite, dans le

cas envisagé, le coefficient y n'est pas égal à 10, comme l'indique la

formule (4o), mais il s'abaisse à 9, comme plus haut.

52. Nous avons trouvé, dans le numéro précédent, que, sur une cu-

bique de troisième classe, le nombre des points w eu lesquels neuf points

consécutifs de la courbe sont les pivots d'un faisceau de courbes du

troisième degré, se réduit à zéro. De même aussi on trouverait, d'a|)res

un autre résultat du même numéro, que, sur la même courbe, le nombre

des points sextactiques est également zéro. Ces deux propriétés pou-

vaient être prévues. On sait, eu effet, qu'une cubique de troisième

classe peut être, par une infinité de transformations homograpliiques,

changée en elle-même. On peut notamment faire en sorte qu'un point

arbitraire m de la courbe (sauf le point d'inflexion et le point de re-

broussement) ait pour transformé un autre point arbitraire /n' tie

la même courbe. Si donc un point m de la cubique de troisième classe

jouissait de la propriété attribuée aux points w , ou bien encore

était un point sextactique, il en serait de même de tous les points de

la courbe, car ces propriétés se conservent dans toute transforma-

tion homographique. Il est donc prouvé qu'aucun point de la courbe

ne peut jouir de ces propriétés. Pour la même raison, le nombre des

points d'une cubique de troisième classe, jouissant d'une propriété

que n'altère aucune transformation homographique, se réduit toujours

à zéro.

La même remarque s'a|)p!iqueà toutes les courbes susceptibles de se

transformer en elles-mêmes par des transformations homograpliiques

qui permettent de faire correspondre entre eux deux points arbi-

traires de la courbe. L'étude des lignes qui jouissent de cette propriété

a fait l'objet de plusieurs travaux dus à MM. Klein et Lie \*]. Parmi

I

*] Math. Ann., Comptes rendus, anniie iS'jo.

/,8..
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ces lignes se trouvent les courbes planes dont l'équation homogène

est

(4i) .rPji- AzF*'^,

A étant une constante. Ces courbes ont été aussi considérées par M. Fou-

ret [*J.
Quelques mots suffiront à établir la propriété dont il s'agit,

à l'égard des courbes représentées par (4')-

Considérons la substitution

(42) j: = (7x', j = /;>'', z=:cz.

La transformée de (40 ^^^

cl''*-'!

^'Py'q — kzP'^'f
•' J — al'bl

"^ '

Il suffit donc que l'on ail c''^'> = a''b'' pour que la transformée coïn-

cide avec la courbe première. Dans cette transformation, le triangle

de référence ne change pas, et les sommets de ce triangle sont les

seuls |)oints qui coïncident respectivement avec leurs transformés. Si

dans (42) on suppose que cc^j^ z el x'
, j\ z' soient les coordonnées

de deux points arbitraires w, m' delà courbe (4')» ^^^ équations dé-

terminent a, b, c, et, p.ir suite, la transformation homographique
;

mais alors la condition c^*' = a''h'' se trouve satisfaite. Donc on

peut, par une transformation homographique, changer la courbe (4i)

en elle-même, de manière (|u'un point arbitraire m de la courbe ait

pour transformée un point arbitraire m' de la même courbe. Il y a tou-

tefois exception pour les sommets du triangle de référence. Je n'au-

rai à considérer ici que les cas où la courbe (4») est algébrique. Il

faut et il suffit pour cela que les nombres p et q soient conniiensu-

rables. On peut alors, sans restreindre la généralité, les supposer en-

tiers, positifs et premiers entre eux. Alors la courbe (4i) passe aux

deux sommets (.r = o, z = o) et (7= o, : = o) du triangle de ré-

férence et non au troisième. Ces deux sommets sont des points singu-

liers. En (x= o, z= o), la courbe se compose d'un système circulaire

[*] Comptes rendus, année 1874.
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de branches où l'on n r^= p, p =^ r/. En (j = o, r. = o), on a un sys-

tème circulaire r^q^pr^p. Il est manifeste que la courbe ne possède

en dehors de ces deux points ni inflexion, ni singularité, car les sin-

gularités se conservent dans toute transformation honiographique.

Toutes les fois qu'on considérera une condition que n'altèrent pas

les transformations homographiques, les courbes (4') pourront servir

d'utile vérification; car on devra trouver que les points satisfaisant à

la condition y sont tous réunis aux. deux points singuliers. Pour cette

vérification, on aura besoin de connaître la classe de la courbe {l\i).

Or cette courbe jouit encore de la propriété de se reproduire elle-

même par des transformations corrélatives qui n'altèrent pas le triangle

de référence. Cette propriété, qui a été signalée par les auteurs pré-

cités, se démontre aisément. Je ne m'y arrête pas. Je me borne à faire

remarquer que les deux points singuliers, dans ces transformations,

se permutent entre eux. Je ferai à la courbe (4i) l'application des

théorèmes YIII et X.

35. Pour appliquer le théorème VIII, il nous faut connaître le

nombre i' relatif à la courbe (4')- D'après la définition de /', ce sera

(p — q) ou [q — /j), suivant que le premier ou le second de ces nom-

bres sera positif. Soit (j <^ p, on aura

N = (a+ r^)(/^ + 7) + 7(/'- V)-

Or (a + [3) est essentiellement positif, ainsi qu'on l'a vu au n° 17.

Quant à -y, c'est le degré de l'équation différentielle relativement

d'y
à -r^- Donc 7 est aussi positif et ne peut être nul; donc N ne peut ja-

mais être nul. Rapprochant ce résultat de celui du numéro précédent,

je conclus que :

d'yA Vexception de l'équaiiori^ = o (à laquelle le théorème VIII ne

s'applique pas), // n existe aucune diffërentieUe algébrique du second

ordre, qui se reproduise elle-même par toute transformation homo-

graphique.

54. J'applique maintenant à la courbe (40 le théorème X, relatif



382 H.VLPIIE.V.

à une équation diflérenticlle ilu troisième ordre. Soient ),, a et ).', a'

les coefficients qui correspondent à- = -età-=-- On aur;i , théo-
' ' r p r q

réme X,

( N = '.: + ;S) (/; + 7) 4- >. {p - (]) + ,a (2/; - (j)

I
-^'^'

''I
— p) -^

F-' i^'] ~ P^-

Je vais chercher s'il est possible que l'équation différenlielle con-

sidérée se reproduise elle-même par les transformations homographi-

ques. Si cela est on devra, d'après le n° 5*2, avoir N = o, quels que

soient p et cj, entiers, positifs et premiers entre eux. Ou aura donc

nécessairement

a -;- H -f- À -f- 2,a— ).' — a = o,

d'où je conclus

t-'

jS — À — IJ.
-+- /' -+- 7'j.' = o ;

2X -f- 3a = il' + htx'.

Soient m, m' les sommets du contour (C) (n° 21), dont les coordon-

nées sont, pour m, u = l + p., p = X -f- 2p, et, pour m', u' = X'-f- p',

v' = 1' -h 2p.'. La dernière relation donne u -h i' = u' -+- v'. Les

j)oints m, m' doivent donc être situés sur nne même parallèle à la droite

u -h i> = o, ce qui ne se peut, à cause des limites de la partie utile du

contour, sans que m et m' coïncident. Mais les points m, m', qui C(u-

respondent à deux valeurs réciproques de-j aussi écartées que l'on

veut, puisque p et q sont arbitraires, ne peuvent coïncider que si la

partie utile de (G) se réduit à im seul sommet; mais alors X se réduit

à zéro. Cette supposition, jointe à p.' = p., réduit
\J\'^)

à la forme

N =(«-)- |3 -4- p.) p — (}].

Or [y. +- ,S) ne peut être négatif n" 17); quant à a, c'est un nombre

essentiellement positif, qui ne peut être nul. C'est, en effet, le degré

de 1 équation par rapport à -— • Donc N ne peut êlrc nul; donc :

// n'existe aucune équation dijjércnticlle du tivisicme ordre al^e-
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brique, qui se reproduise elle-même par toute transformation honin-

graphique.

d'y
Le théorème X ne s'applique pas à l'équation — = o. Mais, comme

cette équation ne se reproduit pas' par les transformations homogra-

phiques, le dernier énoncé ne subit aucune restriction.

55. Dans les recherches déjà citées plus haut, MM. Klein et Lie

ont eu l'occasion de s'occuper d'équations différentielles qu'une série

de transformations homographiques changent en elles-mêmes. Celles

dont il s'agit ici, et dont la non-existence vient d'être démontrée pour

le troisième ordre, doivent se reproduire par toute transformation

homographique, ainsi que cela se présente pour l'équation du second

ordre des lignes droites, l'équation du cinquième ordre des co-

niques, etc. De même que dans la théorie des formes, la Géométrie

fournit a priori la conception d'un nombre indéfini de telles équa-

tions. Mais la recherche directe de ces équations, dont les premiers

membres, mis sous forme entière, pourraient être appelés des inva-

riants différentiels, offre un sujet d'études qui ne me semble pas

avoir encore été abordé, et qui naturellement ne se restreint pas au

cas d'une seule variable indépendante. J'espère pouvoir, dans une

autre occasion, m'occuper de ce sujet. Je montrerai alors que celte

théorie se rattache directement à celle des invariants des formes. Sans

entrer dans des détails qui seraient ici déplacés, j'ai cru devoir solli-

citer l'attention sur une théorie dont, par une voie bien indirecte, les

résultats des n°* 55 et 54 fournissent deux propositions. J'aurai d'ail-

leurs encore à en parler dans la suite de ce Mémoire.

§ m.

56. Lemmk. — Soient x,, x^, ...,x^ des variables indépendantes,

et r une fonction définie par l'équation S{x,,X2,...,Xi„j) = o. Le

produit d'une quelconque des dérivées n'""''' de y par ( —
j

est égal

à unefonction entière des dérivées partielles de S.

Le lecteur démontrera aisément cette proposition. En répétant les
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raisonnements employés aux n"* 2 et 5, on obtiendra la proposition

snivante, qni est l'extension des théorèmes I et II :

Théorème XY. — Si S(a?,, Xo, ..., JC;,, y) est un polrnôine entier, et

que Von distingue par le signe^ les égalités qni ont lieu en vertu de

S== o, il existe des exposants a et des polynômes entiers i, propres à

vérifier la relatioji

(44) (^^j/=il;(x,,x,,...a-„j),

Jetant unejonction entière de x ^^ x.., ...,X;^, j et des dérii'ées dey . Lit

valeur ininima de a est celle qui Jait acquérir au premier membre de

cette relation une valeiu- Jinie et dijférente de zéro, pour tout sjstème

de valeurs des variables faisant évanouir —- •

'' or

Soit donnée, dans (44); à l'exposant a sa valeur minima, et suppo-

sons choisi, pour le polynôme ^ du second membre, un de ceux, du

plus petit degré possible, qui satisfont à la relation indiquée. Soit M
le degré de i|;. De même qu'au n° 5, on voit que tout polynôme en-

tier, qui, égalé à zéro, définit avec S = o les systèmes de valeurs de

X,, -.., / satisfaisant à l'équation^ =^ o, les dérivées étant prises dans

l'équation S = o, est de la forme (LS + P^*)) I- et P étant des po-

lynômes entiers. Par suite, le degré minimum d'un tel polynôme dis-

tinct de S est M; et sa forme, pour le degré M, est LS -\-'i^, le degré

de L étant égal à la différence de ceux de à et de S.

Par suite, si j3 est le degré qu'acquiert y quand on y suppose pour

les variables un système de valeurs infinies, et si m est le degré de S,

on aura

M — a[in — i)-f- jS.

Les nombres a et |3 ne dé|)endont que de l'équaliony= o. On ob-

tient donc ici le même résultai que dans le cas d'une seule variable

indépendante.

Il nous faut maintenant chercher le moyen de calculer a et p. Il ne

serait pas impossible d'étendre au cas actuel le théorème III; n)ais, en

premier lieu, pour faire cette extension, il me faudrait établir diverses

Propositions préparatoires dont le développenienl serait assez long;
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en outre, je n'obtienrlrais pas ainsi, pour le calcul des nombres y. et ,';,

un procédé simple et facile comme celui qui résulte du théorème III.

Je bornerai donc à étendre au cas actuel le théorème IV, qui ne subira,

comme on va le voir, pour ainsi dire aucune altération.

Cette proposition ne donne pas, il est vrai, un moyen expéditif de

calculer a et jS, en général; mais il est un cas particulier, encore fort

étendu, où elle donnera le résultat sous une forme immédiatement

explicite.

On pourrait imiter ici le mode d'analyse employé pour la démon-

stration du théorème IV, et l'on n'y rencontrerait aucune difficulté

nouvelle. Je préfère donner une démonstration différente, qui, bien

entendu, s'applique également au théorème IV lui-même. Cette propo-

sition se trouvera ainsi démontrée de deux manières.

37. Je substitue d'abord à l'équation S = o une équation homo-

gène, par l'introduction d'une variable nouvelle z. Soit 7?2 le degré de

S, je pose

(45) z'"S('-^,^, •••, ^', y =T(jr,,x,, ...,x„;-, z).

Soit M le degré de ^, je pose aussi

,. . [X, Xi .7.1, y\ , ,

Les polynômes T et o, des degrés m et M, sont homogènes par rap-

port aux (A' -f- a) variables. J'emploierai maintenant pour les dérivées

partielles la notation usitée dans la théorie des formes

De (45) je déduis

(46) z'"-| = lV..

Je suppose que l'on ait remplacé également dans^ les lettres o", , . .

. ,
j*

Journ. de Math. (3' série), tome II. — ?\ovembp.c 1876. 49
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par — , ...,-. A cause fie (46), l;i relation (44) devient

(47) ^"--"-'T^,/^.,

cette égalité ayant lieu en vertu de T = o.

Je fais maintenant une transformation homographique, c'est-à-dire,

à cause de la variable complémentaire, une substitution linéaire ho-

mogène. Je distingue par des accents les nouvelles variables. Le résul-

tat de la substitution dans/ ne dépend que des rapports de (A — i)

variables à la (A' -f-
2)'"'''"'. J'y prends pour variables indépendantes

f^' , fi, ..., i±, et pour fonction •^- J'égale à zéro le résultat, je chasse

les dénominateurs, je supprime les facteurs étrangers, et j'obtiens fi-

nalement une nouvelle équation y = o, mise sous forme entière, et

qui est la transformée de^ = o.

Soit T' le transformé de T. Le polynôme entier T' et la fonction

différentielley donnent lieu à nne relation analogue à (47), savoir

(48) 2"'-«.--^T'V,/'^9'. ,

celte égalité ayant lieu en vertu de T'= o. Dans (48), j'ai admis les

mêmes valeurs que dans (47) pour M et «. On pourrait craindre que

cette supposition ne fiJt pas légitime. Pour lever cette objection, il

suffit d'admettre que T et J, au lieu d'être les fonctions proposées

tout d'abord, en soient des transformées par une substitution homo-

graphique quelconque; alors T' et y, qui sont des transformées de

ces dernières par une substitution liomographique quelconque, le

sont aussi des fonctions primitives, exactement comme T et /. Je

ferai donc cette supposition, qui sera facilement écartée dans le ré-

snltat; par suite, la relation (48) est entièrement établie.

Soit {x,,X2, ...,/, a) un systèn)e de valeurs des premières variables,

qui satisfasse à T = oetàp=^o. D'après (47). pour ce système de

valeurs et les dérivées partielles corres|)ondautes, prises dans T = o,

l'équation /= o est satisfaite. Cette propriété se conserve dans la

transformation, c'est-à-dire que pour le système de valeurs des se-

condes vari.ibles, qui correspond au proposé, et les dérivées partielles

correspondantes, prises dansT'— o, l'équation/' = o est salisfiile.
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Si donc, dans Ç3, qui est nne fonclion à i;i fois de jc,, ..., J, 2 et des

coefficients de T et de y, je regarde les variables x,, ..., y, z comme
exprimées en fonction de a:\, ..-ij', -z', et en même temps les coeffi-

cients de T et de^ comme exprimés en fonclion de ceux deT' et de^',

l'équation 9 = 0, envisagée de ce point, de vue, fournit les solutions

de T' = o ety^'==o, exactement comme l'équation (^'—o. Mais le

]iolynôme y, ainsi envisagé, est du degré M par rapport à oc\...j\z'

,

comme 9'; donc, suivant une remarque du numéro précédent, '> est

de la (orme Ko 4- LT', K étant une constante, c'est-à-dire que, 9

(tant entendu comme je viens de le dire, on a (en vertu de T'= o)

Kç;'eeezç.

Si les substitutions qui viennent d'être faites dans y sont faites

aussi dans le premier membre de (47), cette relation a maintenant

lieu en vertu deT'=o. En y remplaçant alors o par K'^' et compa-

rant à (48)) j'obtiens

dans laquelle les premières variables sont exprimées en fonction des

secondes, et eu même temps les coefficients de T et de^ en fonction

de ceux de T' et de/^'. L'égalité a lieu d'ailleurs en vertu de T'-- o.

En vertu de la substitution employée, on aura pour Tx+i une ex-

pression de la forme

(5o) T;^, = a, t; + a.t; + ...-[- ax,. + at;^, + ,i.t;^,.

dans laquelle a,, ..., A, X sont des constantes, à savoir les coefficients

de j lians les expressions de x\,...,j', z' en fonction des premières

variables. Mais on a

Par suite, ou déduit de (5o), en faisant z' — i

,
, _ . , ^ z'%,^-.= x\ r, + x\ t; H- . . . + X, t; + yr,.

T*+, _
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et, en même temps, la relation 49) devient, par celte supposition,

KP -/'.

l'égalité ayant lieu en vertn de T' — o. De cette relation, le polynôme 1^

a disparu d'une manière explicite; cependant la constante R et le

nombre [^M — a(m — i}] paraissent encore en dépendre. Quant à a,

on sait déjà qu'il en est indépendant; mais, comme la relation a lieu,

quel que soit le polynôme T', on en déduira aisément que K et

]\I _ rf_ ,n — i) en sont indépendants, et que cette relation est une

identité. En désignant [M — «i m — i;] par la lettre /3, on a donc

l'identité

(5i)

d'où résulte

/= ^J-'

M =. oiiin

58. Voici donc l'extension du théorème IV :

Le-m.me. — Soient Xt,JC2, ...,.Tj,j p/ .r', , .r'^ , . . ., Jc',, y' deiuv sys-

fèines (7e variables, liés par une transformation homographiqne

b,.r., -
tltf -r- b,X,

-l-jr -I- i^J^i

Okjr -)- bi,x,

I

:vr.

\^y -+- iCd.T,

j en Jonctionet z le dénominateur commun des expressions de .r,,

de x\, ... ,_7'.

Soit f— o une équatio/i entière aux dérivées partielles entre les

variables indépendantes x,, . .
.

, a;< et la Jonction y; soit aussif = o

l'équation entière aux dérivées partielles entre les nouvelles variables

indépendantes x\, ..., x\ et la Jonction j' , cette équation étant l.i

transjbrmée de la première. Si l'on désigne par K une constante et par

K la quantité

R = - (rt
dy

-^ k (x^

dy

oy
,

J^o
dy , oy A

H- -f X.
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on ft, entref et J' , l'identité

({ans laquelle a et fi sont des entiers, dont le premier est toujours

positif.

Théorème XVI. — Soit S = o une équation algébrique de degré m
entre x,, ..., X/, j. Les systèmes de valeurs de ces variables, qui,

avec les dérivées partielles, prises dans S — o, satisfont en même temps

à Véquation aux dérivées partiellesf =^ o, sont ceux qui vérifient, avec

S — o, une autre équation algébrique dont le degré est rx( m — j) -^ fi

.

Si l'on veut emprunter le langage géométrique pour l'espace à

(A' + i) dimensions et appeler surface l'être défini par une équation,

on peut donner au théorème XVI la forme suivante :

Les points d'une surface algébrique de degré m qui satisfont à une

condition exprimée par Véquationf =. o sont les intersections de cette

surface avec une autre, dont le degré est a{m — ï) + fi.

39. Pour calculer (Z et /3 d'après le théorème XVI et le lemme qui

le précède, il faudra, dans chaque cas, effectuer la transformation

homographique. On serait ainsi entraîné dans des calculs généralement

impraticables, à cause de leur longueur. On remarquera toutefois

qu'il n'est pas nécessaire d'employer une transformation homogra-

phique de forme générale. Ainsi, pour calculer a, il suffira d'employer

une simple substitution linéaire (changement de coordonnées). De la

sorte, z se réduira à l'unité. Pour calculer fi, on pourra employer une

transformation qui réduise R à luie consla;ite. C'est en procédant de

la sorte que je vais faire voir comment les valeurs de a et de
fj

peuvent être immédiatement trouvées dans un cas particulier qui

offre un intérêt spécial : c'est celui où l'équation y^:= o se reproduit

elle-même par toute substitution homographique. Je me trouve ainsi

conduit à parler encore de ces invariants différentiels dont j'ai déjà

dit quelques mots plus haut (n° 55). Je vais d'abord démontrer,

au sujet d'une classe d'équations un peu plus étendue, une pro-
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position des plus simples, que j'ai déjà eu l'occasion d'employer

ailleurs (*) :

Si une équation aux dérivées partielles reste inaltérée par toute sub-

stitution linéaire, elle ne contient ni les variables, ni les dérivées du

premier ordre.

1° Soit x une des variables indépendantes. Si l'on change x en

[x -+- X\ ce qui constitue une substitution linéaire, aucune dérivée

n'est altérée : donc le seul changement que subisse l'équation est celui

de X en (jc + X); mais, par hypothèse, l'équation reste inaltérée :

donc elle ne contient pas x. Le même raisonnement s'applique à r :

donc l'équation ne contient ni les variables indépendantes, ni la fonc-

tion.

2° Si l'on change ^^ en ^ + Xx,, ce qui constitue une substitution

linéaire, la seule dérivée -y- est altérée : donc, par le mêmi^ raisonne-

ment, et comme ou sait déjà que j^' n'entre pas dans l'équation, ou

voit que ~- n'y entre pas non ])lus : donc la proposition est démontrée.

40. Pour le calcul de ,';, il est commode d'employer la transfor-

mation suivante :

(5.)

•^
I -r B, J7, -H B,j:, -h. . .-+- B*x*

D'après le lemme du n° 58, on voit que, avec cette substitution, R se

réduit à l'unité. Je poserai

s'— 14- B,x, + h-iXi-h ... -h B,,x^.

'" H-B,x,-i-B,x,-|-..

1 x-,
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La transformation réciproque de (Sa) est

•^'i
'^'2 "'/. y'

z z
"

z -^ z

en sorte que z désigne, comme au n° 59, le dénominateur de celte

transformation. Entre z et z', on trouve aisément la relation cz'= i.

Je vais chercher les expressions des dérivées relatives aux variables

X,, ... en fonction des dérivées relatives aux variables a:',, A cet

effet, j'emploie la formule de ïaylor. Soient {x\, . .. , y') un système

de valeurs des variables, et S'j, . . ., r,' leurs accroissements. En posant

l .2.?>. . .i.Ui
'^ r'

,

^) V ,
à ^,Y-',

j'ai, par la formule de Taylor,

(54 )
7' -+- r/= u„ -j- «, -4- î/o + «3 -+-

Soient maintenant (.r,, . . . , j) et ( = ,, . . ., yj) les valeurs et les accrois-

sements des autres variables, qui correspondent aux valeurs et aux

accroissements des premières, que je viens de considérer. Par (Sa),

j'exprime x', , ..., 7' et ç, , . .., vj' en fonction de x,, ..., 7 et =,, .., r,.

Je substitue dans (54). Cela fait, je mettrai le résultat sous la forme

(55) _j-u-^ = u„-f-L), + U2 + IJ3-H ...,

où U, désignera une forme de degré / en 2,, ..., ^^, dont les coeffi-

cients seront des fonctions de ceux des formes »,. De (55) je déduirai

Cette dernière relation me donnera les expressions des dérivées d'ordre /

de j- par rapport aux variables x, , ... en fonction des coefficients des

formes ?/, ou des dérivées de 7' par rapport aux variables x', , ....

Je désigne par Ç' l'accroissement de la variable :;' (53)

Ç^ B,?, 4-6.2,+ ...-h B, 5,.
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De la dernière équation (Sa), je conclus

, y -^ 'fi
> -t- v;

(56) j -^ •.'; = '"^_^'
(«0 + "1 -^ "2 -!- "3 -^ • • •)•

Dans la parenthèse du second membre de (56), il faut maintenant

introduire les quantités I,, ... au lieu de :', , .... Des équations 02 ,je

déduis

Je considère la substitution

/ r, = I,
- .v\ Ç' = ?, - x',(B. S, + . . . + B,S,),

(58)
s;-;,-.r;r=?,-,rv;B,H, + ..-f-B,io.

( =; ^ ?/ - .x\ Ç' = I* - x\ (B, 2, + . . . + Ba S/)-

Pour effectuer dans le second membre de (56) la substitution (57), il

n'y aura qu'à effectuer dans chaque forme Ui la substitution (58) et à

multiplier ensuite par y
—^^—^,] • Soit donc u, la forme «, transformée

par la substitution (58). On aura

/ ». \ 1+--' / U|Z U]Z- UsZ^- \
(59) .r--'^ = -r-("''+7:riç'+,7^:Tn^'-^^TT^3 + -)-

Si l'on développe chaque terme de la parenthèse suivant les puis-

sances ascendantes de 'Ç,' et qu'on prenne l'ensemble des termes du

degré / en S,, . .
.

, H*, Ç', on aura U,. J ai donc

(60) U,. = z'-' (., - 'llT-'- v,_. Ç' + (i^-ll^-l) .,_, Ç- 4- . .

.)
,

ce qui peut symboliquement s'écrire

Je vais maintenant examiner quelles conséquences on en peut tirer
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dans le cas où l'on considère une équation algébrique aux différences

partielles qui se reproduit elle-même par toute transformation homo-
graphique.

il. Soity^r- G une telle équalion, mise sous forme entière. D'iiprès

le n"59, nous savons qu'elle ne contient ni les variables, ni les dérivées

du premier ordre. Si donc, comme précédemment, on désigne par U,-

la forme

on voit quey est une fonction entière des coefficients des formes Ua,

U3,.... Considérons, pour un inslant, une sid^stitution linéaire homo-

gène qui ne modifie que les variables indépendantes

((3.)

= blX^ -+- faoTo 4- . . . -f- //i
.r^.

Je donne à ii^ le même sens que précédemment, et appliquant dans

cette forme la substitution ((3 1) par rapport aux variables?', ,-..,1^ ,
je

la change en une aulre îv,-. Il est manifeste que l'on a Uj:=H',-. Ainsi,

quand la transformation homographique envisagée est simplement la

substitution (61), on n'a, pour passer àejkf'., qu'à effectuer, dans les

formes U, une substitution linéaire. Mais, par hypothèse, y repro-

duiiy, sauf lui facteur qui (n° 58) ne dépend ici que des coefficients de

la substitution (61). Donc / est une fonction des coefficients des for-

mes U, jouissant de la propriété d'invariance, c'est-à-dire sur laquelle

une substitution linéaire, faite dans les formes, a pour effet de la mul-

tiplier simplement par un facteur qui ne dépend que dts coefficients

de la substitution. Actuellement, nous ne savons pas encore si ce fac-

teur est une puissance du déterminant tie la substitution, c'est pour-

quoi je ne dis pas quey^soit un invariant [*J.

[*] On sait, par la théorie des formes, qu'il ne peut fn être autreineiil. J'ai nu
cependant intéressant <Ie dispenser ici !e lecteur de la connaissance de cette propo-

sition.

Joiiin. de Miuh. [i' série), tome 11. — DÉCiiMBRii i8;G. »50
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Pour abréger le langage, au lieu de dire : faire, dans les formes U,

la substitution (61), je dirai simplement : Jaire la suhslitution U,= u',,

c'est-à-dire déduire de cette équation et des analogues les expres-

sions des coefficients des formes U en fonction de ceux des formes u^

et les substituer dans la foncliony^considérée. T.a propriété d'inva-

riance consiste en ce que, à un facteur >. près, le résultat est la même

fonction portant sur les coefficients des formes u. Si l'on fait la sub-

stitution U,= A'w,-, A étant une constante, c'est multiplier, dans (6i\

les coeflicients par A; par suite, c'est encore faire une substitution

linéaire, dont l'effet est de multiplier \ par une certaine puissance

de A.

La substitution U, = A'~' »', revient;') faire la substitution U,= A' u',-,

et à diviser ensuite chaque coefficient des formes par A. Donc, si y est

liomogène, la substitution U, = A'""' li',- a pour effet de multipliery^

par un fadeur. Il n'en est rien si f n'est pas homogène. En effet,

soit

/=? +?' + ?" -^••.

où je suppose 9, 9', 9",... homogènes et respectivement des degrés

(?, 0', 0", Il est manifeste que œ, y',... doivent jouir sépaivment de

la propriété d'invariance pour que y en jouisse elle-même. Par suite,

siy jouit de celte propriété, il faut que la substitution U,^^ A'tv, ait

pour effet de multiplier y, y',... par le même facteur p.. Alors la sub-

stitution U,= A'~'h', a pour effet de multiplier f,
©',... par p.A~'',

pA"*^',.*' 5 donc, pour que ht sicbslitution Uj= A'~'tv, reproduise j , à

unfacteur près, ilfaut et il sujfit que J soit homogène.

Je reviens maintenant à la considération de la transformation honio-

graphique (Sa). D'après nos conventions de langage et d'après la for-

uuile (60), nous obtenons le résultat de cette transformation homo-

graphique en f'Hisant la sul;^titution

ic TT /il i — 1 ._, [i—7.]{i — 3) „,., 1
(62, U.- = :'-'

l^i',-
— r,_, Ç,' -4- ^ ,7!,—^ 'V-î^ "•]

Par hypothèse, cette substitution a pour effet de multiplie ry par un

facteiir 6, qui ne dépend pas des coefficients des formes Uj, On re-

marquera que le second membre de (62) est homogène i)ar rapport aux
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coefficients des formes?;; donc, siy^n'est pas homogène, l'effet de !a

subslitiition (Gi) est de multiplier par 5 cii:iciine des fonctions par-

tielles (jp, ip',

Ainsi une quelconque o de ces fonctions se multiplie p;ir 6, quand
on fait la subslitution (62). Si l'on fait la substitution plus simple

U,-= z'~' i»,-, nous savons que y se niultipbe aussi par un facteur v qui

ne dépend pas non plus des coefficients des formes. Or il est manifeste

que cette dernière substitution et la substitution (62) donnent lieu à

cei tains termes qui sont entièrement les mêmes de paît et d'autre : ce

sont ceux cjui contiennent les coefficients de la forme u d'indice le

plus élevé. Donc les facteurs C et v sont égaux. Ainsi les fonctions

o, rp', ... se reproduisent respectivement, multipliées par le même fac-

teur 5, cpiand on fait la substitution U,- = 2'~'f,; donc, d'après un ré-

sultat précédent, leurs degrés sont les mêmes. \)oncJ est homogène.

J'ajoute cette conclusion, qui permettra bientôt de calculer j3. Soit ).

lejacteiirpar lequel se multiplieJ quand onfait la substituiion\Ji=^ c,-

Soient J,, (^3,..., <),,... les degrés auxquels entrent respect ii'emetif

,

dans un terme de J, les coefficients des Jormes Uj, U3, ..., U,,

Quand on fait la transformation Iiomographique -Sa), f se reproduit,

nndtiplie'e par >. et par z, à la puissance t)^ -+- 2 ()3 +...+ (/ — Tj (),-{-...

,

nombre qui est le même, quel que soit le terme considéré dansj.

Je vais maintenant employer une nouvelle transformation homo-

graphique, propre an calcul de a; c'est de ce calcul combiné avec les

précédents résultats c[ue je pourrai, en dernière analyse, tirer des

conclusions définitives.

42. Pour le calcul de a, je considère la substitution suivante :

3"'l
= «I r + ^1 ^) + c, a.'2 + . . . -t- /, Xa,

ce a ^^^ ^2 ?^ ~^ ^2 *^) "^ ^2 *^2 ~^ ' • * ^~ '2 *^k^

(63)

Je vais chercher les expressions des dérivées partielles relatives aux

variables jt,,... en fonction des dérivées relatives aux variables a-',,....

5o..
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Par un raisonnement analogue à celui qui a été employé pour la pre-

mière partie de la proposition du n°39, on voit que ces expressions

ne contiennent pas les variables. On peut donc, sans modifier les ex-

pressions demandées, les chercher pour un système de valeurs parti-

culières des variables, par exemple

JC\ = jc\= ... = x\ =f = o,

,r, = JC2= ... 1= x^ = ^^ =: o.

Grâce à cette hypothèse, les accroissements des variables, que je dé-

signe-par les mêmes notations que précédemment, sont liés par les

formules (63), où les lettres j:, ... sont remplacées par les lettres 5,

—

J'ai maintenant à traiter le même problème qu'au n° 40, à savoir :

du développement

(64) vj' = ?/, + ?;o + ?/3 +...,

donné par la formule deMaclaurin, déduire le développement

r, =r- U, + U, + U3 + ....

A cet effet, je substitue dans (64) à ^', , ...,Y3'les expressions en S,, .. , ::

données par (63), je remplace ensuite yj par U, + U2 -i-..., et j'égale,

dans les deux membres, h-s termes du premier, du second ordre....

Ces égalités déterminent successivement les formes U,, Uj,....

Je pose, pour abréger,

(65)

(66;

Je cherche d'abord les termes du premier ordre dans les deux mem-

bres. Dans le premier, j'ai U,, et dans le second

(i-R)U,+ BRS,-f-CRSo-+-...4-LRS*.

à)

(h
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Les égalant à U, j'en conclus

(67) U, = B?, + C|,+...+ L|,.

Je cherclie les termes du second ordre. Dans le premier membre,

j'ai Uj. Dans le second membre, j'ai des termes de deux sortes :

1° i — R}U2; 2° la forme u^, transformée par la substitution que l'on

obtient en remplaçant dans les A- premières équations (63) x,, ...,x', , ...

par Ç|, ..., '^\, ... et y par U, ; c'esl-à-dire par la substitution

;68)

I',
= {b, -f- a,B)$,-h (c, + fl,C;^; + ...+ (Z, -f-a, L)|^.,

Ç', = (^2 -K aoB)?, -H (C2+ a^C) =2+ . ..-4- [L -+- aJJ)^^^,

Je désigne par Vo la forme U2 transformée par cette substitution ^68).

J'ai par suite

U2 = (i- R)U2 + V,,

U2=iV2.

Je passe maintenant aux termes du troisième ordre. Dans le pre-

mier membre, j'ai U3. Dans le second membre, j'ai trois sortes de

termes :
1° (i — R)U3; 2° les termes qui proviennent de ii.;,. Soit

«2= 9 f£,, $2? ••? ~k)- Désignons par <\i,, <|'2i •••! 't'a
'es dérivées partielles

ip,, qjo, ..., Çi, transformées par la substitution 68). Les termes du

troisième ordre fournis par iin sont

(«,•{-, -T- rtji:, — ...+ rt,'|,)L2= —

ï

~ -^2 = pV2,

OÙ p est une fonction des dérivées du deuxième ordre, mais non pas

de celles du troisième ordre; 3° la forme ^^3 transformée par la substi-

tution 68). Je la désigne par V3. J'ai donc

U3 = (l-R)U3+/5V2+V3,

(69) U3=^(V,-^pV2\
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I>a loi est niaiiilenant manifeste. On obtiendra, en général,

foranile dans laquelle Vy désigne, en général, la forme Uj transformée

par la substitution (68), et pj une forme d'ordre y, dont les coeffi-

cients sont des fonctions entières de ceux des formes u dont les in-

dices sont moindres que /, la forme i<, exceptée.

45. La formule (70) n'est pas homogène par rapport aux coeltî-

cients des formes «,, m,, ..., car le premier terme y est linéaire et

homogène, les autres y sont de degré supérieur à l'unité. Or, par hypo-

thèse, y) parla substitution (70), se reproduit, multipliée par un fac-

teur ne dépendant pas des coefficients des formes u^, it^,.... J'en ai

déjà conclu que^est homogène : donc aussi je vois que la propriété

dey^ exige que, par la substitution 70), tous les termes contenant les

formes p disparaissent d'eux-mêmes. Donc la substitution (70 produit

V-
le même effet que la simple substitution U,- = —'•

De là je tire cette première conclusion : Soit p. lejacteur par lequel

se multiplieJ, considérée commefonction des coejficients des formes Uj,

Uj,..., quand on fait la substitution (68) {qui se représente par

U/ = V,i, et $ le degré de f. Considérée comme fonction de dérii'ées

partielles, f se multiplie par ,u.R~'% quand on jait la transjorma-

tion (63).

Le lemme du n° 38 nous fait connaître déjà, sous une autre forme,

ce même facteur. Ici on a z =: 1, et la quantité désignée par R est la

même. Donc /j.R~^ — KR"", ou

(71) F-=R^-

Nous ne connaissons pas l'expression de R, mais nous savons (n°58)

que cette quantité est une fonction seulement des coefficients de la

transformation employée, qui est ici représentée par les formules

(63). Ainsi K dépend seulement des quantités (fl,, J,, r,,..., /,),

irtj, ^2, Co, ..., /o), ..., (a*, bi,, Cl.,..., h). Quant à fi, c'est une fonc.
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tion également inconnue des coefficients de la substilulion f68 :. Dans

ces coefficients entrent les quantités nouvelles B, C, ..., L. Cette

circonstance va permettre de conclure de (71) la forme de la fonc-

tion p..

La fonction jj. dépend de k^ quantités p,,'/,, ..., X,), (/Sj, '/o. ..., A3)...

et satisfiit à (71) quand on y fait

;72j

fi, = b,-ha,B, y, = c, -h fl, C, ..., X, = /, 4- a,!.,

f^2
— b^-h a^B, 70 = Co -f- (7oC, ..., Ào = /o-H a., F.,

j'S< = b^ -f- fil B, 7/ =^ c -h aiC, ..., )./. = h -h fl; L.

Je forme le déterminant de ces k^ quantités, et je le désigne par A.

Soit aussi A,, sa valeur quand on f.iit évanouir les lettres a. On recon-

naîtra sans peine, à cau^e des équations (65) et (66), que l'on a

Par suite, A"^'' est une fonction qui jouit, comme //, de la propriété

représentée par l'équation (71), c'est-à-dire que A^^'" est égal à une

fonction ne dépendant pas de B, C, ..., L, divisée par la puissance

(a — §) de R Je dis qu'il en résulte fx = A"'''.

Je désigne par F le quotient de p. par A""'.

Il résulte de ce qui vient d'être dit que F, pour les valeurs (72) de

ses arguments, est indépendante de B, C, ..., L. Je prends sa dérivée

par rapport à B, après substitution des valeurs (72). Cette dérivée doit

être identiquement nulle. J'ai donc

(73) «,_ + «,_+...+ ^,_ = o.

Je fais maintenant B= C=:^... = L = o. Alors les lettres « n'entrent

plus dans F, et l'identité (73) exige que chaque dérivée partielle soit

identiquement nulle. On obtient des résultats analogues en prenant

les dérivées par rapport à C, ..., L. Donc toutes les dérivées du pre-

mier ordre de F sont identiquement nulles; donc F est une constante.

Il suffit de considérer la substitution unité pour voir que cette cou-
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stante est l'unité. Donc/ est un invariant de Jonnes simultanées U^,

U3, ..., et le poids de cet invariant est (a — 5).

44. Je reviens maintenant à la conclusion du n" 41. Le détermi-

nant de la substitution (58) est, comme on le vérifie aisément, égal à

z = I — (B,x', + B,jr', H- ... + B/jr-';;).

Donc le facteur X, dont il s'agit dans l'énoncé qui termine le n" 41.

est z°'~'^, ou, en désignant par p le poids de l'invarianl, ), := z''. Or

on a

/,p = 2iK -;- 3 (^3 + . . -+- il),- -{-.. .;

par suite,

<K -^ 20)3 -4-...+ (/ — \)di = kp — ià^ H- () -I-...+ <)/ = kp — fî.

Donc, quand on fait la transformation homographique du n° 40 (52 ,

y se multiplie par z('-*-')''-°. Rapprochant ce résultat du tliéorème XVI,

j'en conclus

/5 = — (A- + 1)/; H- c?,

auquel il faut joindre

Donc, enfin, le degré M = a.' m — i) + /3 de l'é jualion nienlioniiée

au théorème XVI se met sous la forme

M = {p --}- d) m — {k + -2) p.

D'où cette proposition :

Théorème XVII. — Soitf=^ o une équation algébrii/ue aux dérivées

partielles entre la jonction y et les k variables indépendantes x\,

x,, ..., Xi, qui jouisse de la propriété de rester inaltérée par toute

transjormation homographique. Cette équation étant mise sous Jorme

entière,J est un invariant homogène des formes simultanées Uo, U3, ...,

définies par la relation

où Çi, 2o, ..., ^< sont les variables de cesjormes.



RECIIERCHK DI-S POINTS d'u^E COURBE ALGÉBRIQUE PLAN'E, ETC. 4o I

Soit p le poids de cet invariant et o son degré.

Les points d'une swjace algébrique de degré m (clans l'espace à

(/t -+- i) dimensions) qui satisfont à la condition exprimée par l'équa-

tion/= o sont les intersections de cette surjace avec une antre dont le

degré est

jM = (p + m — [k -!- 2)/j.

4o. Je ferai, au sujet de l'analyse précédente, une remarque. Dès

qu'une fonction/ des dérivées partielles ne contient ni les variables,

ni les dérivées du premier ordre, il est manifeste qu'elle ne change pas

quand on change j:,- en [xi -h ), ou y en [y + a), ou encore y en

y -T- \,x, + ).o J^a +...-+- X^JTx + \+\- Pai' suite, si l'équation f—o
reste iiialtérée par la substitution du n° 65, elle reste inaltérée par

toute substitution linéaire. En outre, la substitution composée suc-

cessivement de la transformation homographique (Sa) et d'une substi-

tution linéaire revient à une transformation homographique quel-

conque. On a donc dans ce qui précède les éléments pour reconnaître

les conditions nécessaires et suffisantes à l'invariance d'une équation

telle que/= o. On peut les résumer comme il suit :

1° Les conditions mentionnées au théorème XVII : f est un inva-

riant homogène des formes simultanées Uo, U,, ...;

2° La substitution (Go)

U,- = z'-' {i
i — 1 ...

y produit le même effet que la substitution U, = ï'~'
;;,;

3° La substitution (70)

U,- = ^ (V, + p,V,_, + p,Yi_, + ...)

y produit le même effet que la substitution U, = - V,.

Mais, pour tirer de là des conclusions explicites, il faudrait connaître

la composition des formes qui entrent dans cette dernière relation.

C'est en ce point que réside, je pense, toute la difficulté de la ques-

tion. Je ne chercherai pas ici à lever celte difficulté, mais je ferai ob-

Journ. de Math. (3' série), tome II. — Décembre 1876. 3 I
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server que, d'après cet aperçu, nous reconnaissons que :

Théorème XM^II. — Si l'invariant homogène J desformes simulta-

nées U2, Uj, . .
.

, ne change pas quand on y remplace U, par

où
Pi

désigne unejorme arbitraire de degré j, l'équation aux déri-

vées partielles f= o reste inaltérée par toute transformation homn-

graphique.

Je répète que ce théorème nous donne des conditions suffisantes,

mais non pas nécessaires, pour l'invariance d'une équation aux dé-

rivées partielles.

i6. Une partie de l'énoncé XVII n'a plus de sens dans le cas d'une

seule variable indépendante. Il n'y a plus, en effet, de forme U, cha-

cune d'elles se réduisant à un seid terme. La proposition se modifie

comme il suit :

Théorème XIX. — Soit f= o une équation différentielle algé-

brique entre la variable indépendante x et la fonction j-, qui jouisse

de la propriété de rester inaltérée par toute transformation homugra-

phique. Cette équation étant mise sousforme entière, f est homogène

par rapport aux dérivées de j. Soit ô son degré par rapport à ces dé-

rivées ; soit, en outre, p la puissance de la constante b par laquelleJ
se multiplie quand on change x en'-r-

Les points d'une courbe plane rie degré m qui satisfont à la condi-

tion exprimée parf= o sont les intersections de cette courbe avec une

autre dont le degré est

ÎNI = (p -r- ; m — 3p.

.\insi, soil y ^ j", on a

0' = t, p -- 2, ]M = 3h; - G.

Soit poury le déterminant 3G) du n" 28, on a

= 3, /J = 9, M — 12m — 2-j.
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47. Je vais maintenant faire quelques applications du théo-

rème XVII. Je prendrai, à cet effet, des équations dont la propriété

d'invariance découle du théorème XVTII.

En premier lieu, ce théorème nous montre qu'on obtient une équa-

tion invariable par les transformations homographiques, eu égalant à

zéro le discriminant de la forme quadratique U2. T^e degré est égal à k,

le poids à 2. Donc

(74) M = [/L-^2){m~ 2).

Dans le cas de deux variables indépendantes, on a ainsi 4 (m — 2)

pour le degré de la surface qui coupe une surface de degré m suivant

le lieu des points paraboliques. C'est bien, en effet, le degré de la sur-

face hessienne qui, comme on sait, passe par ce lieu. Il est naturel,

d'après (74)» de penser que l'équation de degré M, qne l'on trouvera

dans le cas général, a pour premier membre le hessien de la fonction

envisagée. Il en est ainsi effectivement; mais ce n'est pas ici le lieu de

le démontrer.

Voici une seconde application. Le résultant des formes V.,, U3,...,

Uj+i satisfait aux conditions du théorème XVIII. Son degré, par rap-

port aux coefficients de U,, est

par suite, son poids est a . 3 ... (A 4- i).

Je pose

Le degré est 2.3... (A -\~ i) (8^+, — i); par suite

M= 2.3... (X-+ l)[V, /7Z-(Ah-2)].

Ici l'interprétation géométrique est très-simple. Dans l'espace à

[k -h i) dimensions, j'appelle ligne droite l'èlre défini par k équations

linéaires. Une surface étant rapportée à des coordonnées telles qu'on

ait à la fois

(75) j^x,^x,= ...^œ,=o, -g- = g = ...= |^^:^o,

5i.
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c'est-à-dire l'origine étant sur la surface et \e plan y = o étant tangent

en ce point à la surface, les équations simultanées

j=o, Uj = o, U, = o, ..., L/i=o

déterminent 2, 3, ..., k droites L. On a, aux environs de l'origine,

j = Uo -+- U, 4- . . .+ L'a + U;+, -+- U/^2 -^ . . . ;

par suite, chacune des droites La, à l'origine, un contact d'ordre X-avec

la surface. C'est une généralisation des asymptotes de l'indicatrice :

Dans respace à {k -h i) dimensions, en tout point d'une surjace, il

existe des droites ayant en ce point avec la surface un contact

d'ordre k, et leur nombre est 2, 3, ..., k. Je les appelle droites oscu-

latrices.

Si, en même temps, U;^, s'évanouit quand on y met les coordon-

nées d'une de ces droites, celte dernière a alors avec la surface un

contact d'ordre [k -[- i). Elle est surosculatrice; donc les points en

lesquels une droite devient surosculatrice sont ceux en lesquels le ré-

sultant de Uj, U3, ..., Uj+, s'évanouit, les coordonnées de ce point sa-

tisfaisant d'ailleurs aux relations (75. Mais celte dernière restriction

disparaît, attendu qu'il est évident que la condition n'est pas altérée

par les transformations homographicjues. Ainsi des considérations

géométriques pouvaient faire prévoir que l'équation obtenue en éga-

lant à zéro le résultant ci-dessus restait inaltérée par les transfornn-

lions homographiques.

J'ai, pour l'application envisagée, l'énoncé suivant :

Le lieu des points d'une surface de degré m [dans l'espace à {k + i)

dimensions], en lesquels une droite osculatrice de la surface lui de-

vient surosculatrice, est l'intersection de cette suiface avec une autre

dont le degré est

(7G) M - 2.3...(/{-+.)[('^; + 3+--'+ j~r}j"'-^''-^^'\-

Pour le cas de trois dimensions, la formule (7G donne M:^ 1 1 m—2!\,

résultat donné depuis longtemps par M. Sdmon. J'ajoute que k pro-
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cédé de démonstration employé par cet auteur s'étendrait sans aucune

difficulté au cas de {k -h i) dimensions (*).

48. Je ferai enfin une troisième application.

Je prends les {k — i) formes U,, U3, ..., U^. Si ou les égale à zéro et

qu'on élimine [k — 2) variables, le premier membre de la résultante est

une forme binaire. En égalant le discriminant de cette dernière à zéro,

on aura l'équation dont il s'agit/ = o. L'invariant /' coïncide avec

celui que M. Cayley nouune le tact-iin>anant des formes envisagées. Il

est manifeste que cet invariant satisfait à l'énoncé XVIII.

Le tact-invariant de (A — i) formes des degrés q,, c/o, ..., 7i_i et à

k variables est, par rapport aux coefficients de la forme de degré ^,, du

degré

En appliquant cette formule, aisée à démontrer, au cas actuel, on

trouve

.3...k^''

Sa ayant la même signification qu'au niunéro précédent. Dans le cas

où l'on 3^=2, le tact-invariant se réduit au discriminant de la

forme binaire Uo, et les formules ci-dessus s'appliquent encore. On

a donc ici une nouvelle généralisation du lieu des points paraboliques.

C'est, en effet, ce qui résulte clairement de l'interprétation géomé-

trique de l'équation aux dérivées partielles. Sans m'y arrêter plus lon-

guement, je la rapporte dans cet énoncé :

Le lieu des points crime suiface de degré m [dans l'espace à (A- — i)

dimensions], en lesquels deux droites osculatrices se confondent^ est

Vintersection de celte suiface avec une autre, dont le degré est

M = 2.3... A'

j
[^(

, +^ + 3 ^...+ j)
^

'i
+ A

J
m

^

formule qui, pour A = 2, donne bien M = 4 ('« — 2).

(*) Sai.mon Firi'iFR, t. II, p. 474-
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49. Dans beaucoup de questions géométriques, avec l'emploi des

coordonnées homogènes, on a à considérer des équations différen-

tielles, ou aux différences partielles, où les variables indépendantes

sont indéterminées. Par exemple, ^, r,, Ç étant des coordonnées ponc-

tuelles dans le plan, l'équation différentielle des lignes droites est

I

S ''- ;

i
r ." ?

où s, I", . . sont les dérivées du premier et du second ordre. Si Ion

y fait ? = I, et qu'on prenne S pour variable indé|)endante, y se ré-

duit à r,". L'équation est ainsi ramenée à la forme habituelle •/;" = o.

Mais on peut aussi revenir à cette forme en prenant pour variable in-

dépendante et pour fonction p et ^- Soit ^
— x, ~ ^-: y. On a, par un

calcul facile,

En donnant au théorème IV une forme nouvelle, on peut, de cette

dernière relation, déduire immédiatement a = 3, /3 = — 3. Voici, en

effet, quelle forme on peut donner aux théorèmes IV et X^ 1. Je me

borne à un seul énoncé comprenant le cas d'une seule variable indé-

pendante aussi bien que celui où il y en a plusieurs.

Théorème XX. — Soit f ^^ o une équation entière aux dérivées par-

tielles entre les variables indépendantes x,, Xj, ..., x^ et la Jonction r.

On prend de nouvelles variables indépendantes ^,, ^2,..., ^i, et ion

re:nplace x,, ..., x,,, y par "^ >•>-> - Soit F = o l'équation tram-

formée, mise également sousforme entière. On a identiquement

in) /=z^f''

relation dans laquelle A est le déterminant ^±.Ç-^ -rj^-- -—, et où y,

cl [j sont les mêmes nombres qu'au théorème XF'I.

Pour démontrer ce théorème, j'observe d'abord que chaque dérivée
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partielle de y par rapport aux premières variables indépendantes

s'exprime par le quotient de deux fonctions entières des dérivées par-

tielles relatives aux nouvelles variables. On démontrera aisément que

le dénominateur est une puissance du déterminant

dx^ ôx-, d.ri,

ÏÏFi.

Par suite, si -f = o est la transformée, sous forme entière, que l'on

obtient par le simple changement des variables indépendantes, on a

y^ n°
'

' ^ étant un entier positif. Je fais maintenant le second chan-

gement, qui consiste à remplacer x,, ..., x^, j par '^, '•> ^\ y Soit

F =r o la transformée de i = o, mise sous forme entière; on a mani-

festement, en désignant par c un entier positif, .7 =; — F. On a d'ailleurs

aussi D == r^; donc enfin

(78) /-^"zT^F.

Ainsi la liaison enlre^ et F est bien de la forme (77) annoncée. Il

reste à faire voir que les nombres a et (c — ika) coïncident avec les

nombres a, |3 du théorème XVI, ou plutôt définis dans le lemme qui

précède ce théorème (n° 58).

J'opère sur les quantités ç,, ..., S<, vî, Ç une substitution linéaire

homogène qui les remplace par les quantités ^', , ..., S',, , -/j', Ç'. Soit F' ce

que devient F, exprimée avec ces nouvelles quantités, sans modifica-

tion des variables indépendantes. On a alors, au lieu de
1 78),

(79; f=-^.u^\

où je suppose aussi que dans A et Ç les substitutions soient faites.

Dans cette opération aucun facteur variable ne s'introduit, attendu

que toutes les dérivées de S,, ..., V7, Ç sont, comme les variables

mêmes, transformées par la même substitution linéaire.

Les variables indépendantes /,, ..., /* sont jusqu'à présent indéterini-

nées. Je suppose maintenant qu'elles coïncident avec 2',, ..., ^'^ , et je
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fais en même temps ^' = i. Alors F' n'esl autre chose que le premier

membre, sous forme entière, de la transformée dey au moyen d'une

substitution homographique. La variable Ç coïncide avec le dénomi-

nateur commun des expressions de x,, ..., x^,j en fonction de S, , ...,

Çj , r,. En outre, on reconnaîtra sans peine que A coïncide avec

l'expression désignée dans le lemme (58 par R; par suite, la rela-

tion (79) coïncide avec celle qui fait l'objet de ce lemme. Par suite,

le théorème XX est démontré.

50. Je ne donnerai ici aucune application du théorème XX, me
réservant de le faire dans une autre occasion. En terminant ce Mé-

moire, je ferai observer que, dans le cas où il existe plus d'une va-

riable indépendante, je n'ai pas abordé le second des deux problèmes

posés au début. H ne me semble guère possible de le faire dans l'état

actuel de nos connaissances à l'égard des singularités des surfaces.

Dans le même ordre d'idées, d'autres problèmes plus difficiles peu-

vent être posés. On peut chercher le nombre des points d'une courbe

gauche algébrique qui satisfont à une condition exprimée par une

équation différentielle; le nombre des points d'une surface qui satis-

font à deux conditions exprimées par deux équations aux dérivées par-

tielles, etc. Comme on le voit, le sujet abordé dans ce Mémoire est

loin d'être épuisé.
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Extrait d'une Lettre à M. Hermite , relative à l'application

des fonctions elliptiques à la théorie des perturbations ;

Par m HUGO GYLDÉN,

Directeur de l'Observatoire de Stockholm.

N'ayant jusqu'à ces derniers temps fait que des applications de la

formule (4) {voir les Comptes rendus du 26 avril iSyS), il m'est entiè-

rement échappé que l'argument du facteur
j

i + ($) cos[2x + (A)J
(

de la formule (5) ne doit pas signifier l'intégrale elliptique, mais la

limite à laquelle on parvient par les procédés suivants.

La seconde des équations

, . ., v/i — X' sin2 aniK,
sin2 am« — '

' ' — '

COS2 am u =^

\/-
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peut èire calculée à l'aide de la formule

;(") = \/i\
-/!-,) (.-/!-0(i-X-3)

k,]{i+-k,){i^h]
tangatn;^

Au moyen de celte équation et des relations connues entre l'ampli-

tude et l'intégrale elliptique, on déduit facilement les relations entre

les arguments (n) et jc en forme des séries, et par conséquent il est

aussi facile d'établir des formules destinées à transformer une expres-

sion développée suivant l'argument [u) en une autre dont l'argument

serait or.

Parmi les relations mentionnées dont le nombre est très-grand, je

veux réciter ini seul résultat numérique. Dans tous les calculs qui

avaient pour objet les perturbations cométaires, j'ai adopté les valeurs

el par conséquent

log/- = 9,99736685 — lo,

logA-, = 9,9042551 — 10,

logX., = 9,4oi833o — 10,

log/i":, = 8, 215765 — 10,

logX-, = 5,8295 — 10,

lesquelles me donnaient

jc — 20236,58 sin 2X
— 1 1286,05 siu ^x

-t- i6i8,5osin 6r

+ (98 ,96 sin 8j:'

— 84 ,35 sin lo.r

-H 1 ,04 sin I '2.r

4-3,87 sin i.\x

— o, 02 sin iGjc

— o, i6sin i8x

-h o,o5 sin20,r

-+ 0,01 sin22^".
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Il me reste maintenant à transformer le produit

[i — X-| sin am [K, — u,)][\ — kn sinam(Ko — k\)] . . .

en fonction de l'argument [n). Dans ce but, je fais la remarque que

I — A", sinaui(ls.| — ii,)

1 , , sinam^K, — ii\]—ki^1 — A", COS 2 a 111 1/, r= I — K, —V^ ~ rr
I — /2Siniini(Kj— «j)

I H- X-,/-, — (A-, H- /,) sinamfKî — a',)

I — /-j sin am
(
K, — u\

)

Ur, posant Zo = ,—p» nous aurons

[i — k, sinam( K, —;<,)][ i
— A^ sin am(K„ — k',)]

=: (i + X'iXo) [i — Xo sinami^Ko — "o)]-

Par des opérations tout à fait semblables, on parvient à la formule

[i — ^2 sin (Ko — n„\\ [1 — ^3 sinam(K3 — li'^)]

= (i + -/..k.,) [t — X3 sinam(R3 — z/JJ,

ou la quantité x, s'obtient au moyen de l'équation

On a donc, en multipliant ces deux résultats,

[i — A-, sin (K, — /<|)j [1 — ^._, sin (Ko — "'2)][' '"
'^'•i

sin(K3 — u^)]

=: (i + ^, /'o) (i H- Xo^-j) [1 — X3 sin am i^Kj — u'^)\.

De la même manière, on pourrait répéter ces transformations, par les-

quelles on parviendra à ce résultat

[i — k^ sin(^R| — «,)][i — A-, sin(K. — «'J]. . .

= (iH-A:, A-2)(i + X2A-3).. .[i — (z) COS 2 («)][],

où l'on a désigné par (x) la limite des quantités x,, x,, ....

[*] On peut encore remarquer l'équalion

52..
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Au lieu de l'équation 5), nous aurons maintenant

[i — X-,*, cosA)(i— Aj'tîCosA,)

(i - A-,) (i -/•,]... [
— x COS2 a

•($)cos[2(«) + (A)]|,

dont les puissances négatives et fractionnaires se développeront aisé-

ment suivant l'argument («), après quoi, par une opération très-facile,

on pourrait introduire l'argument x au lieu de [u). Par cette dernière

opération, on obtient des séries généralement encore plus convergentes

que celles dont l'argument est [u).

Cependant, on parvient directement à un résultat semblable en par-

tant de l'équation (4 . On est donc en état de cboisir entre deux for-

mules de départ, lesquelles diffèrent l'une de l'autre par les valeurs

des coefficients constants et par les définitions des variables. Pour

mieux juger leurs avantages, on doit remarquer que, dans les cas dif-

ficiles à traiter, la valeur numérique de (0) est un peu moindre que

celle de $, ; mais, d'un autre côté, que (/) est toujoiu-s un peu pins

grand que R,.

Je vous demande maintenant, .Monsieur, la permission de vous pré-

senter une petite application numérique des formules mentionnées dans

ce qui précède. Pour ce but, je reprends dans le calcul des perturba-

tions delà comète d'Encke produites par Jupiter l'expression suivante :

(a)^ = 45,85 1280 -f- 4^5776934 cos ç — 3,208675 sin B

— 0,977196 COS22 — o,32C279sinaç

-i- 0,027577 cos32 -r o,02453asin3S

— 0,000661 cos4? — o,ooi43osin4? + . . .

,

où l'on a désigné par ^A)., la distance mutuelle entre la comète et

Jupiter, la comète restant dans une portion de l'orbite voisine de

l'orbite de la planète, et par 2 laiigle c'-4- F = c'-t- 2i2'"r8', t'-^ ;:

étant l'anomalie moyenne de Jupiter à l'instant du passage de la co-

mète par le périhélie. On a, de plus, supposé une valeur numérique

spéciale pour l'anomalie partielle, laquelle a été introduite dans l'ex-

pression générale pour (A)^. Par une transformation très-facile à effec-

tuer, on obtient

I -h o,o43?.83 cosH -I- 0,018066 sin^

= 46,769689 -t- 45,736892 cos? -- 2,378345 sine -1-E.
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E désignant la somme de termes très-petits de l'ordre e'- et dépendant

de cos3|, sin3S, ..., dont la valeur numérique est toujours au dessous

de o,o5.

Soit maintenant

T, = 46,769689 + 45,736892 cos^ — 2,378345 sine;

on voit aisément que le développement des puissances T, " suivant

les multiples de B, n'est pas assez convergent pour servir comme point

de départ pour les calculs numériques. En effet, posant

nïg = 46,769689 et -4 — I + «I» cos(£ + A),

$ = 0,9792389, A— 2° 58' 36", 02.

Par l'introduction d'nn nouveau paramètre /3 déterminé par l'équa-

28
tien <!' = ——,, on obtient

(5)"'= ''^
r, P = 0,8,49.5.

Faisons maintenant usage des transformations auxquelles donne

naissance l'introduction des fonctions elliptiques. Pour ce but, nous

supposons

>- ^I^
• J /\ I

2K, /tt \ / , , 1 — l/l— ^'
t = a am — x \ mod. h , é = am x.t] nioil. A", = "

après quoi l'on aura

'i
I \\ — À-, •!• cosA

[i -(- *, sir. (ij/ — A,)

<!>, - 0,8274645, A, = 9° 48' 5", 25.
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2 S,
Soient (I>, = » ,3, = 0,5299103 ; on obtient

fi — /•, sini 1'

;i — /.«'cosA)' [i + 2p,sin(-i — A,) + p]Y

Jetant un coup d'œil sur les valeurs de
fj

et de jS, , on sera convaincu

que les développements suivant les multiples de i^ seront essentielle-

ment plus convergents que ceux qui procèdent suivant les multiples

de 2. On obtiendra des séries encore un peu plus couvergenles en

introduisant la variable ,r au lieu de ^; mais cette proposition est diffi-

cile à démontrer d'une manière purement analytique.

A partir de l'expression (a), on déduit aisément des formules nou-

velles, dans plusieurs cas très-importants, poiu- les calculs numériques.

Par exemple, en observant que la différence $, cosA, — X-, et la

quantité <^, sinA, ont des valeurs rutrériques assez petites, on peut
rt

développer T, - suivant les puissances ascendantes de

^ ;<I>i cos A, — /, I sin y — <!', sin A, cosi

1 -t- /, sin-^

dont la valeur numérique dans notre exemple ne surpasse pas o, aGSôaS^.

Au lieu de la formule l , nous aurons maintenant

\"'./ ^ ^ .7 \ 1 -+- X-, sin } ; L 2 2.4
I

I — K| * cosA j'

dont les différents fermes, nuiltipliés i)ar le facteur | r^-^

—

t) ' IJeu-r ' \i -f- /, sin ^i/ '

vent être transformés en séries Irigonométriques ayant pour argumenta.

Nous travaillerons, moi et mes aides, à des Tables destinées à con-

vertir les fonctions

n COS) cos)

'i — /, siii'I/X ' sm I

^
sin ^

et
I -t- /, sin-i/ (1 + X-, sin^-i'

(1 — XJ sin^J*')' (i -t- *, siDij/''

en de telles séries.
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Eli continuant les transformations successives de <I> et A, on trouve

<b, = 0,7294278, A. = i3''36'. 24"58,

'l'j = 0,7218880, A3 = i3. 54.54,99,
CD, = (<!') = 0,7218712, A, = i'A) = 13,54.58,23.

Craignant d'abuser de votre indulgence, j'ose ajouter coiuiiie extin-

ples deux résultats numériques du calcul des perturbations de la co-

mète d'Encke. Le premier donne des inégalités en longitude du |)é"

rihélie produites par Jupiter, Fautre celles qui sont produites par la

Terre. Dans les deux cas, ou a regardé seulement des portions de l'or-

bite cométaire dans lesquelles les rapprochements les plus sensibles

entre la comète et les corps troublants ont lieu.

-f- 2 78,69005 1.. 3
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Les calculs numériques sont effectués par M. Asten. (Voir Mémoires

de l'Académie de Saint-Pétersbourg, t. XYIII, n° lo.)

Dans l'expression précédente, on a posé

.r= -^ f
"

V— '^

. , ? = c''4- 2i2'^i8', logX- = 9,99736685,
^•^«/o VI — ^'sinç'

7z(/— To)= — Ir ^

T-^ F—rr^.
/

— cosam — A,

log /= 8,9402960 — lO,

n étant le mouvement moyen de la comète et T(, le temps du passage

par l'aphélie. La relation entre W3 et X est enfin la suivante :

sin). = (sin vw,)-.

Les calculs des perturbations produites par la Terre sont faites par

MM. Backlund (un assistant de notre Observatoire) et Bonsdorff ( as-

tronome et Directeur de l'Observatoire de Jaclikent). Ces Messieurs

ont obtenu le résultat suivant :

V'i — e

ij-'^j- 6Î47cos,« +3,i2cos2(i -t-i,o3cos3u +o,2ocos4f*

— io,58cos2i;cos(t —5,24cos2X2(i — i,83cos2xcos3iji —o,3gcos2jrcos4fi

-t- 6,i8cos4-^cos/. +3,27cos4>ï'cos2fi :- i,2ç)cos4tcos3p +o,34cos4j;cos4."

— 2, 1 1 cos6xcos;;t — i,44cos6xcos2u. — o,24cos6^cos3p —o,o4cos6.rcos4."

-4- o,7ocos8:rcosp -i-o,56cos8j;cos2fi -r-o,32cos8.î-cos3ii -1-O,i8cos8jrcos4fi

— o,i8cosioxcosp —o,i7cosioxcos2u. — o,i3cos iOJ^cos3u —0,07005 ioj:cos4p

— 2,83 sin 2 j ces fi —
I ,o3sin2J:cos2u —o,2osin2xcos3ft H-o,oi sin2xcos4(*

-(- 3,o7sin4-j;cos :j; -;- i,5i sin4-»^cos2ft ;-o,32sin4-î^cos3ft —o,iosin2a;cos4(*

— o,74sin6j^cosu. —o,67sin6xcos2f* —o,28sin6j:cos3fi —o,o4sin6xcos4,"

— o,4osin8x(:osy. -t-o,3osin8j:cos2[A -i-o,i5sin8xcos3u. H-o,o3sin8xcos4fi

— o,iosin lojrcosu. —o,0(jsin ioj:cos2a —0,075111 ioxcos3u —o,o3sin ioxcos4«
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Dans ces formules les variables sont déterminées de Ja manière sui-

vante :

I ] .
> ^ = c'+ 47°2o'42",4, logÂ: = 9,99736685,

,. rr. ^ rV i. ( 2H \n , 2H 2H ,

« (^ — fo) = M I — e -\- leh- ( sin am — w
)
\in — cosani — w«w,

/j ^= \/-6' To désignant le temps du passage par le périhélie auquel

l'anomalie moyenne c' appartient.

sin w = -I- sin \ w'^,

sin i o/ = / sin \ X, log / = 9,8616763,

cosX, = — (cosl^fj.)*.

On a désigné par Yq la constante d'intégration qui doit être déter-

minée séparément pour chaque révolution de la comète. Or, la quantité

'Fo doit être regardée comme une fonction de x, qu'on peut déter-

miner par la sommation analytique des expressions

icosaja^o + cos2Jjr, +...+ cosaf jr^.. H- |^ ces 2 i or,

,

\ sin 2/a'o -I- sin lix^ -+-... -t- sin 2î.r,_, + -^sin 7.ix^,

s désignant le nombre indéterminé des révolutions de la comète à par-

tir d'une époque certaine, et

^'= ^ I ,. .
' ?. = C. + 47 20 42 ,4, C,=:Co-t- 2--,

^2= «^0+4 -71,....

Les calculs numériques pour effectuer ces sommations ne sont pas

encore achevés. Ayant employé dans les deux cas la même valeur nu-

mérique du module des fonctions elliptiques, on a néanmoins obtenu

des séries suffisamment convergentes; ce qui montre que, dans des

cas assez différents, on peut se servir d'une seule valeur du module.

Journ. de Math. (3* série), tome H. — Décembre 1876. -'J



420 II. LALRENT. — LETTRE A M. RESAL.

Extrait d'une Lettre adressée a la rédaction;

Pak m. h. LAURENT.

Je viens de lire une Lettre qui vous est adressée par M. Dar-

boux, et dans laquelle il réclame pour lui la priorité au siijet d'une

formule qu'il aurait publiée il y a deux ans. M. Darboux voudra

bien se rappeler qu'avant la guerre de 1870 je lui ai donné, à lui-

même, \\i\ Mémoire lithographie dans lequel se trouvait consignée la

formule en question.

D'ailleurs, ne connaissant pas le Mémoire de M. Chrisloffel
,
je

suis prêt à lui reconnaître tous ses droits.

rraioanM»



TABLE DES MATIÈRES.

TROISIÈiME SÉRIE. - TOME II.

Pa(;es.

F.xplication des iiTégiilarités observées dans le mouvement d'Uranus, fondée

sur l'hypothèse des perturbations causées par une planète plus éloignée; com-

prenant une détermination de la niasse, de l'orbite et de la position du corps

perturbant; par M. J.-C. Jdams, M. A 5

Mémoire sur le mouvement de rotation de la Terre; par M. Emile Mathieu. . . 33

Explication ^des irrégularités observées dans le mouvement d'Uranus, fondée

sur l'hypothèse des perturbations causées par une planète plus éloignée; com-

prenant une détermination de la masse, de l'orbite et de la position du corps

perturbant; par JM. J.-C. Adams, M. A. (suite et fin) 69

Sur une série de courbes analogues aux développées; par M. Halphen 87

Sur une surface de quatrième classe dont on peut déterminer les lignes de coui--

bure; par M. Laguerrc i_j5

Lettre adressée à M. Rcsal
;
par M. Heine ifiS

Extrait d'une Lettre adressée à M. Ilermile; par M. L. Fuchs i58

Supplément au Mémoire sur le mouvement de rotation de la Terie; par

M. Emile Mathieu ilii

Note sur le mouvement du système de deux pendules simiiles, dont l'un est

attaché à un point fixe et l'autre à la masse qui termine le premier; par

M. H. Resnl it'iS

Mémoire sur l'attraction des sphéroïdes elliptiques homogènes; par M. F. Tis-

serand i6c)

Explication d'un passage de la Mécauir/ue aiialyti/jue de Lagranye relatif à la

composition des moments en Statique; par M. P. Breton [de Champ). ... 1-5

Mémoire sur les covariants des formes binaires; ftar M. Camille Jurda/i 177

Sur les cas d'exception au théorème des forces vives; résumé et conséquences

d'un Mémoire de M. Betti; par J\[. \e T)'^ Emile Lemmi ?.33

Lettre à M. Resal; par iNL Darboux 240



422 TABLE DES MATIÈRES.

Méthodes de transformation fondées sur la conservation d'une relation inva-

riable entre les dérivées de même ordre; par M. Haton de la GoiipilUère. . . 241

Sur la recherche des points d'une courbe algébrique plane qui satisfont à une

condition exprimée par une équation différentielle algébrique, et sur les

questions analogues dans l'espace; par M. Halphen ?5'}

Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable; par

51. G. DarbouT 291

Étude sur la théorie des résidus cubiques; par le P. Pépin, S. J 3i3

Des surfaces sur lesquelles un point peut se mouvoir suivant une certaine

loi; par 51. A. de Saint-Germain, Professeur à la Faculté des Sciences de

Caen 325

Résolution de l'équation indéterminée y' — rtx'= bx en nombres entiers; par

RI. ^r^WTOo/?/ GuAîMe/-, Privat-docent à l'École Polytechnique de Munich. . . 33i

Note sur les petits mouvements d'un fluide incompressible dans un tuyau élas-

tique; par M. H. Resal 342

Mémoire sur le problème des trois corps; par M. Emile Mathieu 345

Sur la recherche des points d'une courbe algébrique plane, qui satisfont à une

condition exprimée par une équation différenlielle algébrique, et sur les

questions analogues dans l'espace; par ^I. /r«/p/ie/z ( suite et fin) 371

Extrait d'une Lettre à M. Hermite, relative à l'application des fonctions ellip-

tiques à la théorie des perturbations; par M. Hugo Gyldén , Directeur de

l'Observatoire de Stockholm 4''

Extrait d'une Lettre adressée à la rédaction ; par M. AT. Laurent 4^''

FIX Dt TOME II DE LA TROISIE.ME SERIE.

iBlS. — IM1>. DE CAtTUIER-VILLARS, SCCC£S8Elll DE lULLET-BACOELIEII, giAI DES AllilSlISS, 56.











V ^^''^^

Journal de mathématiques
pures et appliquées

QA

J684
sér,3
t.2

PLEASE DO NOT REMOVE

CARDS OR SLIPS FROM THIS POCKET

UNIVERSITY OF TORONTO LIBRARY

N

-~^ -

i

^

k
a^lifi-l ][li lJJi.4f^!L



t-^N

"H

r 7^
VV*!,

r c^: • » 4:«^>jfc#'
^•'"'

-:^i i


